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一种基于勒让德拟合的 SAR 后向投影自聚焦算法 
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摘  要：对于合成孔径雷达(SAR)成像来说，后向投影(Back Projection, BP)算法是一种十分重要的时域成像方法。

然而现有的自聚焦算法都是基于频域成像算法开发的，无法直接用于 BP 聚焦图像的误差相位估计。针对这一问题，

该文提出一种适用于 BP 图像的自聚焦算法。该算法以图像锐度函数为目标函数，以待估计的相位校正值为自变量，

通过坐标下降最优化算法循环迭代获得它们的最优估计。在问题求解中，该算法利用勒让德多项式来拟合目标函数，

使得每次迭代的最优解可以解析地获得，避免了低效的线搜索过程。基于仿真数据和实测数据的实验验证了该算法

的精确性和有效性。 
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Abstract: The Back Projection (BP) algorithm is a very important time-domain methodology for Synthetic 
Aperture Radar (SAR) imaging. However, conventional autofocus techniques are based on frequency-domain 
imaging algorithms, and can not be directly applied to BP imagery for error phase estimation. In this paper, an 
autofocus algorithm for BP imagery is proposed. The algorithm takes image sharpness as an objective function, 
and employs the coordinate descent optimization scheme to obtain the optimum phase-corrected variables by 
iterations. In the implementation, with a Legendre approximation of the objective function, the optimal phase 
estimation can be found analytically for each parameter within an iteration, avoiding computationally expensive 
line-search procedures. The experimental results with both simulated and measured data confirm the accuracy and 
effectiveness of the proposed algorithm. 
Key words: Back Projection (BP) algorithm; Legendre approximation; Image sharpness; Autofocus; Coordinate 
decent 

1  引言  

作为一种微波有源遥感系统，合成孔径雷达

(Synthetic Aperture Radar, SAR)因其全天时、全

天候的工作能力而受到越来越广泛的关注，已经被

广泛应用到军事侦察、地形测绘、水文研究、环境

监测等各个领域[1]。SAR 传感器在理想状态下被认

为沿着直线轨迹做匀速运动。然而在实际情况下，

由于气流的扰动、载体机械振动等因素，载机位置
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会偏离理想轨迹，从而在处理中引入相位误差，造

成图像质量的严重下降[2]。对于雷达运动状态的测

量，常通过在系统上加装导航装置来实现[3]。而对于

超出导航设备测量精度的运动误差，则必须通过基

于回波数据的自聚焦来对相位误差进行估计和补偿。 
自聚焦是一种根据回波数据对相位误差进行估

计的算法，在 SAR 成像处理中占据着非常重要的地

位。现有的自聚焦算法主要分为两类：第 1 类是基

于图像特显点的自聚焦算法，第 2 类是基于图像整

体质量的估计算法。对于基于图像特显点的方法，

其代表算法为相位梯度自聚焦算法(Phase Gradient 
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Autofocus, PGA)[4]。该算法利用多个强点目标的相

位历程来对相位误差进行估计。由于其不基于任何

相位误差模型，因此 PGA 算法对高阶和低阶误差

均有很好的补偿能力。后一类基于图像质量的估计

算法主要将图像的整体信息作为评价准则，通过调

节相位的估计值使图像质量达到最优来确定补偿的

相位。常用的评价准则包括：最小熵[5]，最大对比

度[6,7]，最大锐度[8]等。根据误差模型的不同，该算

法又可分为基于参数[9]和不基于参数的两类[5,7]，分

别用于估计低频和高频误差。相对于 PGA 算法，

由于该类算法不基于孤立强点，所以其在低信噪比

和低对比度的条件下更具有鲁棒性，能够取得更好

的聚焦效果。 
以上提到的各种自聚焦方法都是基于频域成像

算法提出的。频域成像算法认为距离压缩后的信号

与最终图像之间存在着傅里叶变换对的关系。因此，

传统自聚焦算法的实现基于以下两个条件：(1)包络

误差对图像的影响可以忽略；(2)图像与距离相位历

史数据具有傅里叶变换对关系[10]。自聚焦就是对存

在于距离压缩信号域的数据相位误差进行估计，从

而实现图像的重新聚焦[2]。相对于频域算法来说，后

向投影(Back Projection, BP)算法作为一种时域成

像算法，其在成像精度、对复杂轨迹和地表起伏的

适应性上有着天然的优势[11]。由于在时域算法中不

存在明显的傅里叶变换关系，因此无法将传统自聚

焦方法直接应用于 BP 成像数据。为了解决这一问

题，文献[10]和文献[12]对 BP 成像中的信号性质进

行了分析。经研究发现，当图像在极坐标或伪极坐

标格式下的时候，傅里叶变换对的关系是近似满足

的。这样就可以针对(伪)极坐标下的图像设计相应

的自聚焦算法[10,12]。 
以上提到的算法均基于傅里叶变换对的关系，

而对于不满足该条件下的自聚焦方法却缺乏足够的

研究。为了弥补上述不足，本文提出了一种针对 BP
聚束 SAR 图像，不依赖于傅里叶变换对关系的时域

自聚焦算法。该算法根据反投影原理并根据图像锐

度值准则实现了在直角坐标系下的BP图像自聚焦。

作者利用图像整体质量评价方法的鲁棒特性，通过

最大化图像平方锐度值来达到对相位误差的估计。

平方锐度准则不仅在多种场景中表现出了稳定的性

能[8]，而且在特定条件下还可以实现对误差的最大似

然估计[13]。为了求解最大化图像锐度的问题，算法

采用坐标下降策略[14]来逐个优化各相位变量。另外，

通过对每次迭代的目标函数进行勒让德多项式拟

合，我们可以解析地得到最优相位校正量，相对于

线搜索方式来说极大地提高了计算效率。本文首先

研究了相位误差在 BP 成像算法中的表现形式，然

后对坐标下降算法以及勒让德多项式拟合进行了推

导，给出了误差相位的迭代表达式，最后对该算法

的实验结果进行了分析。仿真和实测数据表明，该

算法具有很高的估计精度和收敛速度，可以很好地

与 BP 算法结合进行误差相位估计。 

2  信号模型分析 

2.1 BP 成像模型 
如图 1 所示为机载 SAR 的几何关系示意图。蓝

色实线为雷达实际运动轨迹，红色虚线为导航设备

测量获得的运动轨迹。 ( )pR η 和 ( )pR η� 分别是 η时刻

天线相位中心到点目标 P 的测量斜距和实际斜距。

则 η时刻雷达位置的测量误差为： 

  ( ) ( ) ( )p p pR R Rη η ηΔ = −�           (1) 

假设雷达发射的线性调频信号形式为： 

 ( ) ( ){ }2rect exp 2 2r cs j f
T
τ

τ π τ γτ
⎛ ⎞⎟⎜= +⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

   (2) 

其中 τ为距离向快时间；T 为脉冲宽度； cf 为载频；

γ 为发射信号调频率。该发射信号经过反射系数为

pε ，瞬时距离为 ( )pR η� 的地面点反射后，由雷达进

行接收。接收的回波信号，经过距离压缩后的表达

形式为： 
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其中 η为方位向慢时间； aw 表示方位向信号包络；c
为光速； cc fλ = 为信号波长。这里采用 BP 算法来

对地面照射区域进行成像处理，根据 BP 成像算法

理论，经过后向投影重构得到的地面 P 点图像可以

通过式(4)来获得 

 

图1 SAR成像几何模型 

Fig. 1  Geometry model of SAR imaging 
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(4) 

其中 pr 表示 P 点的最短斜距。由于雷达回波信号以

数字的形式进行存储和处理，所以可以将上式写成

离散形式 
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式中，( ),m n 为 P 点在图像中的位置； ( ),m nR k 表示

方位向采样 k时刻天线相位中心到P点的瞬时斜距；

N 和 M 分别为方位向和距离向采样点数。 
如图 1 所示，当载机位置存在未知误差时，雷

达实际相位中心和目标之间的距离将表示为

( ),m nR k� 。由于斜距偏移导致的方位向相位调制误差

对聚焦的影响远比距离偏移敏感，我们在这里只考

虑方位向相位误差的影响。在这种情况下，图像将

表示为： 
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对于窄测绘带而言，可以认为由斜距带来的误

差是距离向空不变的，因此可以统一用 ( )kϕ =  
( ),4 /m nR kπ λ− Δ 来表示由斜距误差引入的相位。该

相位误差如果不补偿到一定的精度，将导致最终图像

分辨率降低、几何畸变以及对比度损失等现象。令 

( )
( ) ( ), ,

,
2 4

, expm n m n
m n cp

R k R k
p k s k j

c
π

λ

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎪ ⎪⎟ ⎪ ⎪⎜ ⎟= ⋅⎜ ⎨ ⎬⎟⎜ ⎟ ⎪ ⎪⎜⎝ ⎠ ⎪ ⎪⎩ ⎭

�
 

表示经过理想反投影操作后的信号，那么式(6)可以

简化为： 
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自聚焦的任务即从雷达数据中估计出误差相位

( )kϕ 并进行补偿，进而得到聚焦的图像。假设

{ }0 1 1Nϕ ϕ ϕ −= "ϕ 表示对误差相位 ( )kϕ 的估计，

那么误差相位校正后的图像可以表示为： 
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式中 ( ),m np k� 表示含有相位误差的反投影信号。为了

简化符号便于后续处理，在本文后面的表示中，

( )ˆ ,z m n 将用 ,m̂ nz 来代替。 

2.2 图像锐度 
图像的锐度值是检测图像聚焦程度的一个重要

表征量。作为图像强度的凸函数，图像锐度可以有

幂次、对数等多种表现形式。其中，平方锐度可以

对图像的强弱目标进行近似等幅地加强和减弱，并

在不同的场景中表现出了很好的表征性能。假设用
2

, , ,, m n m n m nm nI z z z∗= =� � � 表示像素的强度，则图像的

平方锐度可以表示为： 

 ( )
1 1

2
,
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M N
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m n

C I
− −

= =

= ∑∑ϕ             (9) 

当图像散焦时图像的锐度较低，而当图像聚焦良

好时对应的锐度值较高。所以这里可以把图像锐度作

为估计相位的目标函数，那么目标函数可以构造为： 
 l ( )argmaxC=

ϕ
ϕ ϕ            (10) 

因此，基于图像锐度最优的自聚焦就是通过使图像

锐度达到最大来实现对误差相位的估计的过程。 

3  适用于 BP 聚焦图像的自聚焦算法 

式(10)定义了一个多变量的优化问题。考虑到

该方程没有闭式解存在，这里利用坐标下降优化方

法来寻找该问题的最优解。坐标下降法是一种针对

多变量优化的有效策略。在实现过程中，该方法沿

着每个变量定义的方向逐一进行搜索，每次优化针

对单个变量进行，其它变量值保持不变[14]。找到当

前变量对应于目标函数的极值解后，继而对下一变

量进行搜索。由于各变量之间并不能保证完全独立，

因此针对全部变量的搜索过程需要重复多次，即多

次迭代才能找到问题的最优解。 
令 1

l
kϕ − 表示在第 l 次迭代中对第 k 个变量的估

计值，即 
 ( )1 1

1 0 1 2 1argmax , , , , , , ,l l l l l l
k k k NC

ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ− −

− − −= " " (11) 

这里前 1k − 个变量已经在本次迭代中进行了更新。

从式(11)中可以看出，由于只有第 k 个参数可变，

而其它变量在本次估计中保持恒定，这样多变量优

化的问题就简化为一个单变量的优化问题 

 ( )1 arg maxl
k C
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此时，关于变量ϕ的重构图像可以表示为： 

( ) { } ( )

( ) { }

2

, , ,
0

1
1

,

exp 1

exp

(13)

k
l j

m n m n g m n
g

N
l

m n g
g k

j
mn mn

z p g j p k e

         p g j

X Y e                                  

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

−
−

=

−
−

=

−

= − + −

+ −

= +

∑

∑

� � �

�  

其中， mnX 表示除了第 k 个反投影信号之外，其它

经校正后的反投影信号之和； mnY 表示第 k 个未经
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校正的反投影信号。相应的图像锐度可以表示为： 
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式中 
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 (15) 

[ ]Re i 和 [ ]Im i 分别表示复数据的实部和虚部。 
由于式(14)的极值解无法用解析方法求出，这

里利用勒让德多项式拟合来进行辅助求解。作为一

种正交多项式，勒让德多项式在同等多项式阶数下

可以比泰勒拟合等其它拟合方式提供对曲线更好的

拟合结果。考虑到相位的周期特性，仅需对 2π范围

内的函数性质进行研究。针对第 k 个相位参数ϕ，

这里选择以其第 1l − 次迭代估计值为中心的 2π区
间进行考察。令 1

1
l
kbϕ π ϕ −
−= + ，其中 [ ]1,1b ∈ − ，此

时图像锐度目标函数式(14)可表示为： 
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对式(16)进行勒让德多项式拟合，可以得到 

 ( ) ( ) ( )
0

I

i i
i

C b L b a P b
=

≈ = ∑           (17) 

式中，I 表示勒让德多项式的最高阶数； ( )iP b 和 ia 分

别表示第 i 阶勒让德多项式和其对应的系数。为了

在满足拟合精度的前提下尽可能地提高计算效率，

这里保留前 4 阶勒让德展开式。此时，从 ( )0P b 到

( )4P b 的形式为： 
 ( )

( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

0

1

2
2

3
3

4 2
4

1

3 1 2

5 3 2

35 30 3 8

P b

P b b

P b b

P b b b

P b b b

⎫= ⎪⎪⎪⎪⎪= ⎪⎪⎪⎪⎪= − ⎬⎪⎪⎪= − ⎪⎪⎪⎪⎪= − + ⎪⎪⎭

     

(18)

 

从式(17)和式(18)中可以看出， ( )L b 表现为 4
阶多项式的形式，因此 ( )L b 的极值可以通过求解其

1 阶导数 ( )L b′ ，并令其为零来求得。将式(18)代入

式(17)，并令 ( ) 0L b′ = ，可以得到 
( )

( )

3 2
4 3

2 4 1 3

35 2 15 2

3 15 2 3 2 0 (19)

L b a b a b

          a a b a a   

′ = +

+ − + − =
 

对于式(19)给出的一元 3 次方程来说，文献[15]
给出了其根的闭式表达形式，这意味着可以通过解

析的方法来得到其根的精确解，从而避免了复杂而

低效的数值求解过程。由于一元 3 次方程最多可以

给出 3 个实数解，在实际应用中可以通过考察其 2
阶导数 ( ) 0L b′′ < 来选择代表目标函数极大值的根

opb 。找到式(19)方程的根后，对应的相位估计值可

以由式(20)来进行更新 
 1

1 1
l l
k op kbϕ π ϕ −
− −= +             (20) 

为了验证勒让德多项式拟合的有效性，利用典

型的 SAR 数据来对某一反投影信号在不同相位校

正后的图像锐度来进行考察。图 2 表现了图像锐度

的 1 阶导数相对校正相位的变化情况。由于图像锐

度的极大值在导数等于 0 处获得，因此曲线与横轴

交点处的相位值即为极大值对应的校正相位。需要

说明的是，图 2 中在真实校正相位点的两侧仍有两

个导数为 0 的伪相位值存在，对应式(19)的另外两

个根。由于真实相位值和伪相位值对应的 2 阶导数

具有不同的符号，所以可以通过考察其 2 阶导数来

对伪相位值进行剔除。图中蓝色实线表示实际图像

锐度目标函数，红色虚线表示经过勒让德拟合后的

函数曲线。从图 2 中可以看出 4 阶勒让德多项式可

以很好地对实际目标函数进行拟合，并且对于极值

点附近具有较高的拟合估计精度。 

4  实验结果及分析 

下面分别通过 SAR 仿真数据和实测数据处理

来验证本文算法的精确性和有效性。 

 

图2 实际图像锐度梯度目标函数曲线和勒让德拟合函数曲线的对比 
Fig. 2  Comparison of actual function and Legendre fitting 

 function of image sharpness deviation 
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4.1 SAR 仿真数据处理结果与讨论 
仿真处理中选用 X 波段的 SAR 数据来作为测

试数据。该原始数据经过BP成像后的结果如图 3(a)
所示，大小为 512×512 像素。从图 3(a)中可以看到，

原始数据经 BP 成像处理后具有良好的聚焦效果。

在试验中，我们尝试在该数据距离压缩前的信号中

添加一个已知的宽带相位误差，之后利用本文提出

的自聚焦算法来对该相位误差进行估计，进而验证

本文算法的有效性和精确性。 
在原始数据中添加的宽带相位误差信号如图 4

中实线所示，图 3(b)展示了添加相位误差后对应的

散焦图像。针对添加相位误差后的图像，采用本文

算法来进行自聚焦处理。在处理中，相位误差的原

始估计值设为 0，经过 4 次迭代后估计出的相位误

差值和重聚焦后的图像分别如图 4 中虚线和图 3(c)
所示。图 5 展示了该算法每次迭代时图像锐度值

(Image Sharpness Value, ISV)的变化情况，从图 5
中可以发现：该算法首次迭代即能对绝大部分相位

误差进行有效地估计，并且经过 4 次迭代就可以基

本恢复原始图像锐度，表现出了非常快的收敛速度。

对比图 3(a)和图 3(c)，可以看到两者具有相同的视

觉效果，其锐度值达到了一致。同时将图 4 中估计

的相位误差与添加的相位误差进行比较也可以看

到，两条曲线基本重合。经测试，其估计的相位弧

度值的均方误差 (Mean Square Error, MSE)为
0.029，说明该自聚焦算法具有很高的估计精度。 

另外，为了测试利用勒让德拟合策略解析求解

相位校正值的方法相对于传统线搜索方式的性能提

升情况，这里我们采用 Wolfe-Powell(W-P)线搜索方

式[16]对上述数据进行对比试验和分析。W-P 搜索方

式在最优化方法中，是一种典型的线搜索策略，它

可以通过调整判断准则系数有效地控制搜索速度和

精度。由于添加的相位误差已知，所以在实验中，

估计相位的均方误差将作为算法精确度的评价指

标。表 1 给出了本文算法和 W-P 方法的对比试验结

果。在实验中，本文算法经过 21.3 s 的时间停止迭 

图3 SAR仿真数据处理结果 

Fig. 3  Processing results of simulated SAR data 

图4 相位误差曲线比较                               图5 图像锐度值随迭代次数的变化曲线 
Fig. 4  Comparison of actual applied phase                Fig. 5  Sharpness versus iteration of the algorithm 

error and estimated phase error 
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代。之后，针对 W-P 方法进行测试，在运行大约相

同时间的情况下，给出的估计相位均方误差为

0.639，远大于本文算法的剩余误差。在针对 W-P
算法的第 2 次实验中，我们选择与本文算法相同的

均方误差值作为迭代停止的标准。从表 1 中可以看

到，W-P 算法消耗约 4.6 倍于本文算法的运行时间

才达到相应的计算精度。从而可以发现，本文算法

相对于传统线搜索方法来说具有较好的估计速度和

估计精度。 

表1 本文算法与W-P方法在运算速度和精度上的实验对比结果 
Tab. 1  Accuracy and speed comparison for 

W-P and the proposed algorithm 

 计算时间(s) 相位均方误差 

本文算法 21.3 0.029 

W-P 方法实验 1 21.1 0.639 

W-P 方法实验 2 97.9 0.028 

需要说明的是，本文算法基于时域的成像方式

从实现本质上说属于时域自聚焦的方法。由于该自

聚焦方法不依赖于图像与距离相位历史数据之间的

傅里叶变换对关系，即处理中没有利用快速傅里叶

变换等技术来提高运算效率，其算法相比于频域自

聚焦算法，如 PGA 算法，具有较高的计算量。为

了进行对比，我们利用频域成像算法对同一块数据

进行成像处理，之后对同样大小场景的数据块利用

PGA 算法进行自聚焦，来测试两种自聚焦算法在计

算效率上的差别。经过测试，PGA 消耗大约 2.3 s
的时间完成了对同样大小数据块的处理，低于本文

方法所需要的时间。从中也可以看出，本文提出的 

时域算法计算效率仍低于 PGA 这样的频域算法，

因此在接下来的工作中，需要进一步研究提升其运

算效率的策略。 
4.2 SAR 实测数据处理结果 

为了进一步验证本文算法的有效性，下面使用

该算法对实测数据进行处理。该实测数据为某机载

X 波段 SAR 系统。由于载机飞行过程极易受到气流

等非理想因素的干扰，从而引入未知的相位误差，

对最终的成像质量造成影响。本文选取该系统录取

的一段农村地区的图像数据，该数据图像包含了农

田、小路、建筑、树木等场景。图 6(a)为原始数据

直接进行 BP 成像后的结果，水平方向是方位向，

垂直方向是距离向。由于载机飞行姿态的不稳定，

从图中可以看到，未经任何重聚焦处理的图像存在

严重的方位向散焦，极大影响了对地物目标的有效

判读。图 6(b)为经过本文自聚焦处理后的雷达图像。

通过对比可以发现，图 6(b)中的图像的聚焦质量有

了大幅度的提升，树木、建筑物、小路、农田、阴

影等都清晰可见，点目标不存在明显的散焦现象。

由此可见，本文算法可以很好地处理 BP 算法生成

的图像。该处理结果表明，本文算法适用于实际机

载 SAR 的 BP 成像处理，可以有效地对相位误差进

行估计和补偿。 

5  结束语 

自聚焦处理是 SAR 成像不可缺少的一个步骤。

针对 BP 算法生成的 SAR 图像，作者提出了一种基

于图像锐度最优的自聚焦算法。本文首先对相位误

差在 BP 算法中的存在形式进行了分析，然后基于

最大图像锐度准则给出了问题的最优化模型。对于

该最优化问题，本文算法采用了坐标下降优化方法来 

图6 原始图像与自聚焦后图像对比 

Fig. 6  Comparison of original and recovered images 
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作为求解策略。同时，勒让德多项式拟合的应用实

现了在保持估计精度的同时可以解析地求解极值相

位的能力。由于该算法对相位误差的形式没有做任

何限制，因此其可以处理各种低频和高频误差。仿真

和实测数据实验表明，该算法具有很高的估计精度和

收敛速度，从而验证了本文方法的有效性和可行性。 
需要说明的是，本文算法设计主要针对小场景

非空变相位误差进行估计。对于宽波束宽测绘带下

的高分辨率数据来说，处于不同斜距和方位向位置

的目标具有不同的相位误差，此时就需要结合雷达

成像几何对处于不同位置下目标的相位误差进行分

析和补偿。由于 BP 时域成像算法能够很方便地对

宽波束 SAR 信号进行处理，所以在接下来的工作

中，将针对该自聚焦算法在大场景空变相位误差情

况下的估计方式，以及在如何进一步提高计算效率

的问题上进行重点研究。 
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