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基于投影矩阵法的阵列天线波束形成方法 
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摘  要：该文介绍一种阵列天线波束形成的新算法——投影矩阵法，包括复系数、仅相位、仅幅度的波束形成技术，

并推广应用到多目标波束综合设计中。文中首先给出采用投影矩阵法进行阵列天线复系数和仅相位波束形成的计算

方法，然后提出仅幅度控制下的投影矩阵法，并进一步应用到多目标波束同时优化设计中。该文计算了多种工程应

用例子，特别是满足全口径和多子孔径波束优化的仅幅度控制技术、满足多波束优化的仅相位控制及共用幅度优化

技术，对算例的设计达到了采用优化激励系数控制波束指向、波束赋形、旁瓣电平等性能要求，实现了阵列天线的

波束形成。仿真结果说明了投影矩阵法的有效性，适用范围广泛。 
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Abstract: A new beam synthesis technique of array antennas, namely Projection Matrix Algorithm (PMA), is 

investigated. The methods used for complex excitations optimization, and single beam synthesis under phase-only 

control are introduced firstly. Then the amplitude-only beam synthesis using improved PMA is presented. 

Furthermore, improved PMA is applied to the simultaneous synthesis of multiple object beams. Several 

engineering application examples are analyzed, including multi-beam synthesis of array antenna with the whole 

aperture and several sub-apertures under amplitude-only control, and multi-beam synthesis of array antenna under 

phase-only control with the common amplitude excitations. The patterns of the array antenna are effectively 

synthesized optimizing the excitations. The beam direction, beam-shape and side-lobe level requirements are all 

met. It is demonstrated that PMA is of effectiveness and wide applicability.  
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Amplitude-only control 

1  引言  

现代通信、广播和雷达系统要求天线具有波束

扫描或波束重构能力，实时实现方向图赋形的要求，

满足通信分集、优化信息交换和扩展雷达系统功能

的需求。通过调整阵列天线单元的激励系数来实现

天线的特定辐射方向图。目前常用方法有泰勒综合

法等[1]，共轭匹配法[2]，最小二乘法，投影矩阵法[3]，

遗传算法[4]，粒子群算法[5]等。其中泰勒综合法只能

优化幅度激励系数。共轭匹配法和最小二乘法只能
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优化复数激励系数，不能添加仅相位或仅幅度控制

约束。遗传算法是一种进化算法，粒子群算法与其

类似，都需要建立种群，根据一定的策略迭代寻优，

但是由于种群的规模与自变量个数近似成正比，所

以自变量个数不能过大。对于阵列天线的激励系数

优化问题，自变量个数的限制约束了阵列中单元的

个数，若阵列规模较大(由成百上千个单元组成)，
则使用遗传算法或粒子群算法优化激励系数的计算

时间代价较大。而投影矩阵法具有快速、高效的特

点，对阵列规模并没有限制，可以方便地实现多约

束条件，不要求各单元具有相同辐射方向图，适用

于一般性阵列天线的波束综合。 
投影矩阵法是一种线性代数方法，对于由线性
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方程表示的系统，可以得到最优解。这种方法已经

被应用于信号处理领域和其它的工程领域[6]。然而不

加修改的将投影矩阵法应用于阵列的综合问题上，

会存在稳定性和收敛性问题。Bhattacharyya A K
研究了这些问题，并且给出必要的修正，成功地应

用到波束综合问题上[3]。考虑一般性阵列，即各单元

具有不同的辐射方向图。运用正交矢量空间的概念，

定义与阵列综合相关的投影矩阵。通过合理地定义

远场抽样空间，保证矩阵具有较好的条件数，可得

到一致收敛的解。 
本文首先介绍复系数投影矩阵法和仅相位投影

矩阵法，并对其目标函数进行改进，强调了目标波

束的形状、副瓣电平分布等细节。传统的投影矩阵

法在更新误差方向图，使用的是增益方向图，需要

根据经验，较准确地估计期望方向图的增益值，若

估计值不准确，则对方向图形状的约束效果会变差。

因此，本文采用归一化的期望方向图，强调了方向

图形状的一致性，加强了对波束形状的约束。另外，

由于一般仅对副瓣电平的峰值要求限制，而不关心

副瓣区域的方向图形状细节。因此，采用上、下界

掩模表示方向图的期望取值区域，而不是使用一个

取值固定的期望方向图曲线，在一定程度上加快了

算法迭代收敛速度。本文将投影矩阵法推广应用，形

成仅幅度控制技术，并进一步对多目标波束同时综合

优化，包括仅相位控制下，阵列天线的多波束同时综

合；以及阵列天线多个子孔径波束与全孔径波束同时

综合。算例表明，该类方法均可快速得到收敛解。 
本文的第 2 节介绍投影矩阵法的理论和收敛条

件，第 3 节阐述了在仅相位控制约束或仅幅度控制

约束下，应用于阵列天线单波束综合的改进投影矩

阵法，第 4 节介绍了应用于阵列天线多波束同时综

合的改进投影矩阵法，第 5 节给出了仿真算例，第

6 节为结论。 

2  投影矩阵法 

2.1 投影矩阵法的理论基础 
在已知阵列天线的几何结构及目标方向图指标

参数的情况下，投影矩阵法可用于优化阵列天线的

单元激励系数，实现指定的波束。假定阵列天线的

单元个数为 N, Fd(u,v)是期望得到的远场增益方向

图。目的是找到一个激励集合 An (n=1,2,…,N)，满

足如下方程式： 

d
1

( , ) ( , )exp( )
N

n n n n
n

u v A E u v jx ku jy kv
=

= +∑F
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其中 sin cosu θ φ= , sin sinv θ φ= , k 是自由空间的

波数，( , )θ φ 是远场观察点的球坐标分量。An, (xn, yn), 
En(u,v)分别是第 n 个单元的复数激励系数、位置坐

标和辐射方向图。在式(1)中忽略了随距离变化的项

exp( )/jkr r− 和时间变化因子 exp( )j tω , r 为观察点

与阵列天线相位中心之间的距离。 
第 n 个单元的辐射方向图可以近似为是单元口

径场分布的傅里叶变换。 

,
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其中 en(x,y)是在局部坐标系下的第 n 个单元的激励

分布。常数 K 可以根据近似增益值表示为 
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其中λ是波长。 
为了求解出 An，选取 M 个远场点，得到 M 个

约束方程，其矩阵形式如下： 
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其中 Fdm 是 d( , )m mF u v 的缩写， ( , )mn n m mT E u v=  
exp( )n m n mjx u jy v⋅ + ( 1 m M,≤ ≤ M N≥ ), ( , )m mu v

的是第 m 个观察点的直角坐标分量。Fd,T,A 分别

是期望方向图、阵中各单元方向图、激励系数的矩

阵形式。 

在最小二乘的意义下，当误差矢量与 T 矩阵的

列向量空间正交时，可以得到最优解，如图 1所示(图

中假设阵列由两个单元组成，N=2, M=3, T1和 T2

是 T 矩阵的第 1 列和第 2 列)。即激励矢量满足如下

法方程： 
TH{Fd -TA}=[0]            (5) 

其中大括号内部的矢量是误差矢量。式(5)可用于求

解激励矢量 A 
  A=(THT) －1THFd                    (6) 

 

图 1 阵列综合问题的矢量空间图 
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定义矩阵 P 为 P=T(THT)－1TH，即为投影矩

阵，当它作用于一个矢量时，得到该矢量在 T 列向

量空间的投影矢量[6]。且原方程的最优解是矩阵方程

PFd=TA 的准确解。 
2.2 投影矩阵法的流程 

由于一般只给定期望方向图的幅度分布，为了

得到远场的相位分布，采用一种迭代方法。首先假

定一个归一化于输入功率的试探激励矢量 A(1)。用

A(1)代替式(4)右边的 A，得到相应的远场矢量 F(1)。

很明显，在大多数远场点上，F(1)的单元不同于 Fd。

计算误差方向图 
T

1 2[ ]MF F FΔ = Δ Δ ΔF         (7a) 

(1) (1) (1)
d(| | | |) | |m m m m mF F F F FΔ = −     (7b) 

其中 (1)
mF 是 F(1)的第 m 个分量， mFΔ 是ΔF 的第 m

个分量， dmF 是 Fd的第 m 个分量。 
但使用式(7)来更新误差方向图，需要较准确的

估计期望方向图的增益值，若估计不准确，则对方

向图形状的约束效果会变差。因此，本文采用归一

化的期望方向图，强调了方向图形状的一致性，加

强了对波束形状的约束。另外，一般仅对副瓣电平

的峰值要求限制，而不关心副瓣区域的方向图形状

细节，因此，采用上、下界掩模表示方向图的期望

取值区域，促进算法迭代收敛速度。计算误差方向

图为 

n M n n nmax (| | {| |})( / | |)PΔ = −F F F F F F  (8) 
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其中 maxF 是方向图中最大值，nF 是归一化方向图，

PM{|nF|}是由掩模定义的投影算子，PM算子将归一

化方向图投影到由掩模定义的区域内。MU是期望方

向图的上界掩模，ML是期望方向图的下界掩模。 
根据投影矩阵法，可求解出增量激励系数，即 

ΔA=(THT) －1TH ΔF           (10) 
得到增量激励系数矢量后，可更新复数激励矢

量为 
( 1) ( )

1
i i C+ = + ΔA A A           (11) 

其中 A(i)和 A(i+1)分别为迭代第 i 步、第(i+1)步的激

励系数，C1 是步长。归一化新的激励矢量后，重复

整个过程，直至得到令人满意的远场方向图或达到

最大迭代次数。 
2.3 收敛条件 

上文描述的算法涉及到矩阵 H=T Tτ 逆矩阵的

求解。若此矩阵具有较大的条件数，用数值方法求

解该矩阵的逆就会存在不稳定的问题。 

T 矩阵的元素主要由阵列单元的位置和远场观

察点决定。通过合理选择观察点角度取值范围和角

度间隔能够保证算法的收敛性。根据单元大小和阵

列长度来决定取样范围和取样间隔。观察角度范围

必须大于各单元的波束宽度，u(v)空间抽样区域的

范围应大于2 /dπ ，其中 d 为单元间距。角度间隔必

须小于相控阵全口径均匀分布的波束宽度，即 u(v)
空间的抽样间隔应小于2 /( )Ndπ , Nd 可由阵列长度

代替。从而保证 τ 具有较小的条件数，从而使得求

解过程具有收敛性。 

3  应用于阵列天线单波束形成的投影矩阵法 

采用基本的投影矩阵法，可实现阵列天线单波

束综合，但优化的激励系数为复数形式，并不能单

独优化相位激励系数(保持幅度激励系数不变)，或

单独优化幅度激励系数(保持相位激励系数不变)。
为了在仅相位控制或仅幅度控制下，完成阵列天线

方向图的综合，在投影矩阵法的迭代过程中，需改

变激励系数矢量的更新方式。 
3.1 仅相位投影矩阵法 

采用只改变馈电相位分布的仅相位加权方法可

使其不改变原有功率分配馈电网络和不增加新设备

的情况下，利用计算机控制移相器值的改变实现波

束 赋 形 ， 是 非 常 经 济 而 且 可 行 的 方 法 。

Bhattacharyya A K在文献[3]中使用仅相位控制方

法，实现了反射面天线的面赋形。使用类似的激励

系数更新方式，实现仅相位控制下的单波束综合。 
在仅相位控制的约束下，在投影矩阵法的迭代

中，只更新激励系数的相位分布[3,7,8]，即 
( )

temp 2
i C= + ΔA A A           (12a) 

temp
( )

1
Re 1

ij

⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪⎪ ⎪⎟⎜Δψ = − ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

A

A
        (12b) 

( )1 ( )i i je+ Δ=A A ψ               (12c) 

其中 C2 为步长，A(i)和 A(i+1)分别为迭代第 i 步、第

(i+1)步的激励系数，Atemp为临时变量。 
3.2 仅幅度投影矩阵法 

使用阵列天线产生极低副瓣的方向图或产生非

常接近于选定形状的方向图，也可以通过只调整阵

列幅度激励系数的方式。目前有很多经典地求解阵

列幅度激励系数的方法，包括傅里叶变化法、

Woodward 综合技术、切比雪夫综合法、泰勒综合

法等[1]。 
采用投影矩阵法来实现仅幅度控制下的波束综

合，也可有效地降低副瓣电平。在迭代中，只更新

激励系数的幅度分布，保持相位激励系数不变[9]，即 

( )( 1) ( ) ( ) ( )
3

i i i iC+ = + ΔA A A A A      (13) 
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其中 C3 为步长，A(i)和 A(i+1)分别为迭代第 i 步、第

(i+1)步的激励系数。 

4  应用于阵列天线多目标波束同时综合的

投影矩阵法 

对于阵列天线的多目标波束综合问题，需改变

阵列激励系数满足的约束方程形式，用以满足多波

束同时优化的要求。 
4.1 仅相位控制下，阵列天线多波束综合 

对于阵列天线的多波束(假设波束个数 Q )综合

问题，采用共用幅度分布和单独相位分布同时优化

来实现波束综合，既能够保证仅相位控制，又能够

提高多波束的性能。 
基于投影矩阵法，构造多波束优化算法[10]，在

每一步迭代中包含两个子步骤，分别实现共用幅度

激励系数的迭代更新和多组相位激励系数的迭代更

新。根据优化结果进行阵列幅度分布加权，然后通

过改变激励系数相位分布来实现多波束切换。 
在共用幅度激励系数的更新子步骤中，激励系

数应满足的约束方程为 
1 1

d

2 2
d

amp

d
Q Q

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
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⎢ ⎥ ⎢ ⎥
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⎢ ⎥ ⎢ ⎥
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T F

T F
A

T F

          

 

(14) 

其中 1 2
d d d, , , QF F F 为期望远场方向图，T1, T2, , 

TQ为包含相位激励系数信息的 T 矩阵。Aamp 是在

此子步骤中更新的共同的幅度激励系数，其更新方

式如下： 
,( 1) ,( ) ,( )

amp 4| | ( / | |)s i s i s iC+ = + ΔA A A A A   (15) 

其中 C4是步长，As,(i+1), As,(i)为第(i+1)步, 第 i 步迭

代中第 s 个波束对应的激励系数。 
在相位激励系数的更新子步骤中，激励系数应

满足的约束方程为 
1 2 1 2

angle d d d, , , , , ,Q Q⎡ ⎤ ⎡ ⎤=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦T A A A F F F      (16) 

其中 Tangle 为包含幅度激励信息的 T 矩阵。A1, 
A2, , AQ是相位激励系数，可以拆分成 Q 个约束

方程组，即 
1 1 2 2

angle d angle d angle d, , , Q Q= = =T A F T A F T A F  

(17) 

在相位激励系数更新子步骤中，相位激励系数

的更新方式与式(12)相同。 
4.2 仅幅度控制下，多子孔径及全孔径阵列天线多

波束形成 
在 SAR 系统中，采用方位向多相位中心多波束

技术，改善方位向分辨率和测绘带宽之间的矛盾。

这种 SAR 天线在方位向采用多子孔径技术，每一个

子孔径都单独地接收回波。为了降低天线全孔径方

向图和各子孔方向图的副瓣电平，要求采用仅幅度

控制技术，实现这种带有子孔径结构的阵列天线的多

波束综合[9]。采用仅幅度投影矩阵法，并构造多目标

优化矩阵，能够有效的实现该种天线的多波束综合。 
假定阵列天线单元个数为 N，每个子孔径中的

单元个数为 N1，子孔径个数为 N2，待综合的多波束

个数为 Q1 (Q1=N2+1)。激励系数应满足的约束方

程为 

22

wholewhole
d

sub1sub1
d

sub2sub2
d

amp sub3sub 3
d

subsub
d

0

0 0

0 0

0 0

0 NN

⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ = ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

FT

FT

FT
A

FT

T F
 

(18) 

其中 Twhole 为全孔径工作时包含相位激励信息的各

阵列单元的方向图，T s ub1, T s ub2, , 2subNT 元的为

包含相位激励信息的子孔径中各阵列单元的方向

图， ampA 为幅度激励系数， whole
dF 为全孔径工作时

的期望方向图， sub1
dF , sub2

dF , sub 3
dF , , 2sub

d
NF 为各

子孔径单独工作时的期望方向图。在这一问题中，

幅度激励系数的更新方式与式(13)相同。 

5  仿真实例 

5.1 仅相位投影矩阵法应用于单波束综合 
线阵天线由 64 个单元组成，单元间距 0.66λ，

线阵在 x 轴上对称放置，在仅相位控制下，幅度激

励保持均匀分布，综合出一个相对于法向扫描-3°
的波束，波束宽度为 1.2°，且要求在角度范围

[-10 ° ,-7 ° ]内副瓣电平低于-35 dB，在角度范围

[-41 ° ,-35.8 ° ]内副瓣电平低于-50 dB。使用 6 位数

字移相器控制各单元的相位。 
在 2000 步迭代过程中，增量激励系数的最大值

收敛曲线如图 2 所示。从图中可以看出，随着迭代

的继续，增量激励系数的最大值越来越小，并趋于

一个极小的值，表明算法逐渐收敛。 
在 2.3 节中，讨论了投影矩阵法的收敛条件，

其中观察角度范围必须大于各单元的波束宽度，即

49.2509°，角度间隔必须小于相控阵全口径均匀分布

的波束宽度，即 1.3566°。当矩阵 τ 的条件数较小时，

算法收敛。分别研究了观察角度范围和角度间隔对

矩阵 H=T Tτ 条件数的影响，如表 1 所示。表 1 中

u 空间抽样区域的范围是[-umax,umax], u 空间的抽样

间隔为 uΔ 。 
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图 2 增量激励系数的最大值变化曲线 

表 1 矩阵 τ 条件数随着角度范围和角度间隔的变化情况 

uΔ =1.36° umax=50.32° 

umax(°) τ 的条件数 uΔ (°) τ 的条件数 

40.8 2.91877×1016 2.72 1.60418×1017 

44.88 2.62096×105 1.496 38900 

47.6 10.0712 1.428 26.4069 

50.32 1.90383 1.36 1.90383 

54.4 1.84296 0.68 1.83931 

61.2 1.77526 0.34 1.79127 

采用仅相位投影矩阵法得到的相位激励分布和

方向图如图 3 所示。图 3(b)和图 3(c)中包括综合出

的归一化方向图，上界掩模和下界掩模。线阵的增

益为 24.93dB，中心指向-3°。 
5.2 仅幅度投影矩阵法应用于单波束综合 

放置在 xoy 坐标面内的面阵天线，单元排列在

矩形栅格上，x 向由 32 个单元组成，单元间距 0.9λ ;y
向由 24 单元组成，单元间距 0.9λ。单元方向图采

用其口径分布的傅里叶变换来近似。在仅幅度控制

下，相位激励均为 0°，期望综合出椭圆形波束，xoz
面内的波束宽度为 2.19°，副瓣电平低于-25 dB; yoz
面内的波束宽度为 2.9°，副瓣电平低于-25 dB。采

用仅幅度投影矩阵法得到的幅度激励分布和归一化

方向图如图 4 所示，增益为 37.83 dB。图 4(a)为面

阵的幅度激励分布；图 4(b)为综合出的 3 维等高线

方向图，其中 sin cosu θ ϕ= , sin sinv θ ϕ= ，单位为

度；图 4(c)和图 4(d)显示了 xoz 面和 yoz 面内的方

向图，可见副瓣电平和波束宽度均满足了设计要求。 
5.3 仅相位控制下，阵列天线的多波束综合 
  给出一个机载 SAR 阵列天线的例子，天线的法向

视角为 65°，波束 1, 波束 2, 波束 3 分别照射视角范

围是[76.29 ° , 80.38 ° ], [66.5 ° , 72.65 ° ], [34.99 ° , 
52.43 ° ]的 3 个测绘带。为了得到最高的信噪比，同

时综合 3 个余割平方形状的波束，得到共同的幅度

激励系数和 3 组不同的相位激励系数，如图 5 所示。

对应的 3 组方向图如图 6 所示。图 6 中，曲线 s1 对
应激励幅度分布为固定的泰勒加权(-30 dB 副瓣电

平)，在仅相位控制下，分别综合 3 个单波束的情况；

曲线 s2 为多波束同时综合的结果，可以看出，后者

性能较佳。 

5.4 仅幅度控制下，多子孔径及全孔径的阵列天线

多波束形成 

阵列天线的单元个数是 40，单元间距为 0.8λ，

由 5 个子孔径组成，每个子孔径包含 8 个相邻单元。 

 

 

 

图 3 展宽波束的相位激励分布和方向图 
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图 4 波束的幅度激励分布和方向图 
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图 5 三波束的幅度激励分布和相位激励分布 

 

 

 

图 6 三波束的方向图 
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全孔径工作时产生的窄波束和 5 个子孔径分别产生

的宽波束被同时综合，得到的幅度激励分布和方向

图如图 7 所示。其中“whole”表明是全孔径工作时

得到的方向图，“B-SA1”,“B-SA2”, “B-SA3”, 
“B-SA4”, “B-SA5”分别表示 5 个子孔径分别工 

作时得到的方向图。全孔径的增益为 24.54 dB， 各

子孔径的增益约为 17.85 dB。综合出的方向图副瓣

电平均低于-17 dB，在仅幅度控制下，可有效地降

低多波束的副瓣电平。 

图 7 多波束的幅度激励分布和方向图 

6  结论 

本文介绍了投影矩阵法的基本方法及其改进，

可以满足仅相位控制或仅幅度控制约束，采用改进

的投影矩阵法完成了阵列天线的波束综合，可根据

多种不同的应用需求，采用不同的改进策略，实现

阵列天线的单波束综合和多波束综合。算例仿真结

果表明改进的投影矩阵法可灵活高效地实现阵列天

线的波束综合。改进的投影矩阵法也可用于阵列馈

电反射面天线的波束形成。 
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