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摘  要：该文应用正交解耦的姿态参数信号模型描述极化电磁波的 3 维波结构，将 大似然估计和 MUSIC 算法推

广应用于部分极化波参数估计，利用极化电磁波传递信号基站标定的姿态基准信息。飞行器通过单电磁矢量传感器

接收并处理信号，确定电磁波结构向量，计算得到地理坐标系下的飞行器姿态。此方法有别于需多点测量的三角计

算法，只需一个地面基站信号和运动平台上单一接收点，就可实现姿态感知，可替代姿态导航仪和航向导航仪。该

文介绍了运动平台姿态估计算法，为工程应用提供技术支持。 
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Abstract: This paper illustrates the full use of an orthogonal decoupling signal model to describe the 3-D 

construction of polarized electromagnetic waves. The maximum likelihood method and MUSIC algorithm were 

introduced into the parameter estimation of partially polarized waves. Attitude reference information for an 

aircraft that was calibrated by an information base station was delivered by polarized electromagnetic waves. 

Through receiving and processing the information of the aircraft, a single electromagnetic vector sensor can acquire 

the aircraft attitude in a geographic coordinate system. Differing from the triangle calculation method which relies 

on a multi-point measurement, the proposed method only needs a base station signal and a single receiver on the 

motion platform to realize the posture perception of aircraft. It can therefore serve as a substitute for aircraft 

attitude navigation and aircraft heading navigation. The introduction of the motion platform attitude estimation 

algorithm provides a technology support for engineering applications. 
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1  引言
  

电磁波是雷达和通信等信息系统中承载信息的

媒介，信号时延、多普勒频率、空间到达角和极化

状态是其重要特征参量，能携带丰富的信息。在时

域，电磁波的往返时间用来探测目标的距离；在频

域，多普勒频移用来探测目标速度；在空域，波达
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角用来探测目标方位。因此对电磁信号的获取和处

理显得尤为重要。目前提出的利用旋转不变

ESPRIT 类算法[1]研究波达角和极化角的联合参量

估计问题，所用阵列为均匀、矩形、稀疏电磁矢量

传感器阵列，它要求阵元间距离远大于信号半波

长[2－4]。而 MUSIC[5]算法通过构造空域-极化域联合

参数估计谱，搜索 MUSIC 谱峰值位置来估计信号到

达角和极化角，其对联合谱的谱估计精度和分辨力

这两项性能指标要求很高[6]。此外，国内外都研究在

地球卫星导航系统接收端利用多点接收、三角计算
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的方法来感知姿态[7,8]。相比之下，利用单一电磁矢

量传感器估计信号波达方向和极化参数[9,10]的优势在

于：(1)适用于近场或远场，宽带或窄带信号；(2)在
空间域-极化域可分离多个极化信号；(3)阵列体积

小，分辨率相对较高；(4)天线的工作方向覆盖全空

域，各方向信号接收性能一致，适宜机动平台使用。 
本文应用正交解耦的姿态参数信号模型描述极

化电磁波的 3 维波结构，优化传统的 大似然估计

部分极化波参数估计方法，利用极化电磁波传递信

号基站标定的姿态基准信息，避免了前面方法提出

的一些标准要求，只需一个基站信号和飞行器上单

一接收点，就可实现姿态感知，并用仿真实验验证

了方法的有效性。 

2  电磁矢量传感器接收信号 

电磁波信号沿−u方向传播，如图 1(a)所示，电

磁波空间到达方向用参量( , )θ φ 表示， ,θ φ分别表示仰

角和方位角 /2 /2π θ π− < ≤ , π φ π− < ≤ ，则矢量 
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用极化椭圆描述子( , )γ η 表示电磁波的极化属性，如

图 1(b)所示，极化角 /2 /2π γ π− < ≤ ，极化椭圆

率 /4 /4π η π− ≤ ≤ 。 0η = 时，极化椭圆压缩为长

轴所在的直线， /4η π= ± 时，极化椭圆为圆形，

本文研究的测控系统 η为常数。部分极化波是电磁

波存在的一般形式，可分解为主极化分量和次主极

化分量。全电磁矢量传感器接收到的部分极化波信

号可表达为[11]： 
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式中 E( )y t 和 H( )y t 分别为接收电场信号和磁场信

号， ( )te 为零均值复高斯随机噪声向量： 
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⊥w 与w酉正交。 1( )tα 和 2( )tα 为零均值复高斯随机

信号，且 

( ){ } ( ){ }H T
1 1 1 , 1 1E ( ) , E ( ) 0tt    tττ λ δ τ= =a a a a  

( ){ } ( ){ }H T
2 2 2 , 2 2E ( ) , E ( ) 0tt    tττ λ δ τ= =a a a a  

1 2 ,Pλ λ+ = P 为信号总功率，这样 1λ 和 2λ 可理解

为主、次极化信号功率。 / ,h er σ σ= 2
eσ 和 2

hσ 为电场

和磁场噪声方差，极化度可以表示为[12,13]： 
1 2

1 2

D
λ λ
λ λ
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1A 可进一步展开为： 

 

图 1 极化电磁波椭圆状旋转电场 

Fig. 1  Electric revolving ellipse of the polarized EM wave 
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根据 3 维空间旋转理论知，绕坐标轴的 3 次连续旋转可以用 1 次旋转替代，3 个连续旋转矩阵相乘可

合并为 1 个旋转矩阵[14]： 
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手律旋转的旋转矩阵，旋转量为向量的模 ϕ ，其中

1 2 3, ,ϕ ϕ ϕ 为旋转向量 ϕ 在图 1 坐标系中坐标，

, 1,2, 3i iπ ϕ π− < ≤ = ，且 π≤ϕ ，由式(3)知 , ,φ θ γ

和 1 2 3, ,ϕ ϕ ϕ 为一一对应的关系，二者相互转化的具

体算法参见附录 A。 
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这时式(1)接收到的 6 维信号为高斯分布：

( ) (0, )t Νy R∼ 。其中 

( )2 H H
1 1 1 2 2 2σ λ λ= + +R I AA AA  

, ,φ θ γ 为传统的电磁波空域-极化域导向矢量

模型选用参数[15]，由于将空间姿态信息划分在空域

和极化域，割裂了姿态信息的完整性，空域-极化

域模型不能对姿态参数进行整体优化。 1 2 3, ,ϕ ϕ ϕ 为

电磁波姿态导向矢量模型选用参数，各姿态参数正

交解耦，恰当地体现了极化电磁波的 3 维波结构，

有利于信号参数估计。这样的导向矢量表达显出信

号中包含的 3 维姿态信息，也显示出极化域的自由

度只有 2，为分析空域-极化域参数联合估计提供了

新思路。 

3  信号参数最大似然估计  

若要在噪声环境下获得高精度参数估计，可应

用 大似然估计[16]。假设式(1)中的r 在飞行器测控

系统中为固定量，定义 2 2
hσ σ= 。考虑到飞机与地

面站距离不断变化，飞机所处空间环境不断变化，

噪声方差和接收信号功率( )2
1 2, ,σ λ λ 也不断变化。该

信号模型 N 快拍取样的似然函数为：  
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似然函数对数为： 
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大 似 然 估 计 为 搜 索 参 数 域 ( 1 2 3, , ,ϕ ϕ ϕ  

)2
1 2, ,λ λ σ ，使式(5)取 大值，此计算分两步进行，

能有效减少计算量。首先计算( )2
1 2, ,σ λ λ 与其它参数

关系式，这一步骤可由公式直接给出，附录 B 介绍

了( )2
1 2, ,σ λ λ 的计算公式。将( )2

1 2, ,σ λ λ 的计算公式： 
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其中： ( ) 1H H, 1,2i i i i i   i
−

= =A A A AΠ 。 
然后再计算使式(6) 大的 1 2 3, ,ϕ ϕ ϕ 。这样 大

似 然 估 计 为 搜 索 1 2 3, ,ϕ ϕ ϕ ， 使 接 收 信 号 的

( )1 2 3, ,L ϕ ϕ ϕ 值 大。 
图 2 为姿态导向矢量信号 大似然估计仿真

结果，图中信噪比 0 dB，采样快拍 1000 次，信号

的极化椭圆率 15η = ，极化度 60%。图 2(a)和图

2(c)中接收到的信号 1 姿态参数 1 2 3, ,ϕ ϕ ϕ 分别为

31°, 64°和 17°，图 2(b)和 2(d)中接收到的信号 2 姿

态参数 1 2 3, ,ϕ ϕ ϕ 分别为 2°, 82− °和 13°，图 2(a)和图

2(b)为 1 31ϕ = °和 1 2ϕ = °时 ( )1 2 3, ,L ϕ ϕ ϕ 随 2 3,ϕ ϕ 变

化的 3 维图形，由图可见，在与信号源参数匹配位

置出现清晰峰形。图 2(c)和图 2(d)分别为图 2(a)和
图 2(b)的等高线图，可方便观察峰的位置。 

只要将式(6)中的B按式(3)展开为参数( ), ,φ θ γ
构成的矩阵形式，就能得到关于( ), ,φ θ γ 的似然函数

对数 ( ), ,L φ θ γ 。作为比较，图 3 为空域-极化域导

向矢量信号 大似然估计结果，图中信噪比、采样

快拍、极化椭圆率和极化度与图 2 相同，图 3(a)和
图 3(c)中接收到的信号与图 2(a)和图 2(c)中的信号

相同，用参数 ( ), ,φ θ γ 描述时分别为 50 50 ,° − ° 和
60− °，图 3(b)和图 3(d)中接收到的信号与图 2(b)

和图 2(d)的信号相同，用参数 ( ), ,φ θ γ 描述时为

60 , 80 ° ° 和 40°，图 3(a)和图 3(b)为 60γ = − ° 和
40γ = °时似然函数对数随( ),φ θ 变化的 3 维图形，

由图 3(a)可见，在与信号源参数匹配位置出现清晰 
 

峰形，而图 3(b)峰形不清晰。图 3(c)和图 3(d)分别

为图 3(a)和图 3(b)的等高线图。 
仿真表明，在进行 大似然估计计算过程中，

1 2 3, ,ϕ ϕ ϕ 的取值对估计性能没有影响，而 , ,φ θ γ的取

值对估计性能有严重影响，当仰角 θ 为 90°时，就会

出现测控工程实践中常遇到的信号过顶现象，这时

无法正确估计信号参数。 

4  MUSIC 算法估计多信号参数 

MUSIC 算法正是利用信号子空间与噪声子空

间的正交性来估计信号 DOA。利用噪声子空间的

所有向量构造 MUSIC 谱，空间方位谱中的峰值位

置则对应信号的来波方向。MUSIC 算法对天线阵

列的形状没有要求，很大程度上提高了测向分辨率。

估计多信号源参数时，基于特征值分解的 MUSIC
算法计算效率优于 大似然估计。将部分极化波唯

一分解为两个极化状态正交的完全极化波的叠加，

1A , 2A 分别为信号的主次极化分量导向矢量。具体

步骤如下[17]： 

(1) 通过获得的一系列采样数据{ } 1

N
k k=z ，得到

传感器输出数据协方差矩阵的极大似然估计为： 
H1

k kR
N

=z z z  

其中N 为采样点数。 

(2) 对估计所得的协方差矩阵进行矩阵特征值

分解：
6 H

1
i i ii

R λ
=

= ∑z u u ，大特征值对应的特征向 

图 2 姿态导向矢量信号的 大似然估计结果(信号极化度 60%，信噪比 0 dB) 

Fig. 2  The maximum likelihood estimate result of attitude orientation vector signal (signal degree of polarization be 60%, SNR=0 dB) 
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图 3 空域-极化域导向矢量信号的 大似然估计结果(信号极化度 60%，信噪比 0 dB) 

Fig. 3  The maximum likelihood estimate result of orientation vector in polarizational and spatial domains 
(signal degree of polarization be 60%, SNR=0 dB) 

量组成的空间为信号子空间 SU ，小特征值对应特

征值矢量作为噪声子空间特征矢量 NU 。 
(3) 定义MUSIC零谱为 H H( ) ( )N N=Z A U U Aϕ ϕ ，

故计算部分极化波 MUSIC 谱： 

( )MUSIC H HH H
1 1 2 2

1 1

( ) ( ) ( ) ( )N N N N

P ϕ = +
A U U A A U U Aϕ ϕ ϕ ϕ

                               (7) 

式中前后项分别为部分极化波主次极化分量零谱的

倒数。通过式(7)求得极大值的位置来确定信号参数。 

图 4为MUSIC算法估计多信号参数仿真结果，

图 4 中的两个信号源极化度为 60%，其余参数和采

样条件与图 2 和图 3 中分别出现的两个信号相同，

图 4 采用姿态导向矢量信号计算 MUSIC 谱。由图

4(a)和图 4(b)可见，在信号参数匹配位置，出现了

清晰的峰，表明采用姿态导向矢量信号计算MUSIC

谱，能正确估计多信号参数。 

图 5 出现的两个信号源与图 4 相同，图 5 采用

空域-极化域导向矢量信号计算 MUSIC 谱。图 5(a)

极化椭圆倾角与信号 1 匹配，由图 5(a)可见，在信

号 1 参数匹配位置，出现了清晰的峰，同时存在信

号 2 的干扰峰。图 5(b)极化椭圆倾角与信号 2 匹配，

由图 5(b)可见，信号 2 的主峰旁出现寄生峰。 

计算 MUSIC 谱估计多信号参数仿真结果表

明，采用姿态导向矢量信号模型更有利于参数估计。 

5  飞行器姿态估计 

以固定翼飞机为例，定义飞机机身坐标系的 x
轴指向机头方向，y 轴指向右侧机翼方向， z 轴按

右手律指向机身上方。在机身直角坐标系中，飞机

姿态方向向量为单位阵的 3 个列向量。设基站所在

位置的地理坐标系 3 轴方向分别为正北、正西和垂

直地面向上(反重力方向)。 
如图 1 所示，以电场极化椭圆为参照，向量

1 2, ,u v v 表现了电磁波空间结构， 1 2,v v 分别为电场

极化椭圆的长短轴方向向量，电磁波结构向量

1 2, ,u v v 相互正交，以波结构向量为 3 个坐标轴构成

的直角坐标系称为波结构坐标系。 
配置于地面的基站作为极化波的辐射源向飞机

发射椭圆极化波，飞行器利用电磁矢量传感器接收

基站信号，估计出 1 2 3, ,ϕ ϕ ϕ ，得机身坐标系到波结 

构坐标系转换矩阵

3 2

3 1

2 1

0
0

0

ϕ ϕ
ϕ ϕ
ϕ ϕ

⎡ ⎤−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦e ；设基站测得的对 
飞机的仰角为 θ′ ，方位角为偏北φ′ (逆时针向)，通

信传递给飞机，在地理坐标系下发射信号的极化参

数 γ ′为固定值，可直接存储在飞机中，满足远场条

件时，φ′ 和 θ′ 也不变，也可直接存储在飞机中。由

, ,φ θ γ′ ′ ′得波结构坐标系到地理坐标系转换矩阵为： 

1 0 0cos sin 0 cos 0 sin
sin cos 0 0 1 0 0 cos sin
0 0 1 sin 0 cos 0 sin cos

              '   '        
'  '                     

                             

φ φ θ θ
φ φ γ γ

θ θ γ γ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ′ ′− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ′ ′− − ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ′ ′ ′ ′−⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
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机身坐标系到地理坐标系转换矩阵为： 

3 2

3 1

2 1

0

0

0

cos sin 0 1 0 0cos 0 sin

sin cos 0 0 1 0 0 cos sin

0 0 1 sin 0 cos 0 sin cos

ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

φ φ θ θ

φ φ γ γ

θ θ γ γ

⎡ ⎤−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤′ ′− ′ ′−⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥′ ′ ′ ′− − ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ′ ′ ′ ′−⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

e          (8) 

图 4 姿态导向矢量信号的 MUSIC 算法(信号极化度 60%，信噪比 0 dB) 

Fig. 4  The MUSIC algorithm of attitude orientation vector signal (signal degree of polarization be 60%, SNR=0 dB) 

图 5 空域-极化域导向矢量信号的MUSIC 算法(信号极化度 60%，信噪比 0 dB) 

Fig. 5  The MUSIC algorithm of orientation vector signal in polarizational and spatial domains (signal degree of polarization be 60%, SNR=0 dB) 
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因机身坐标系中，飞机姿态矩阵为单位阵，所

以式(8)就是地理坐标系下飞机姿态矩阵。该姿态矩

阵已完整地表达了飞行器空间姿态，若将该姿态矩

阵化为： 

0 0 0 0

0 0 0 0

0 00 0

cos sin 0 cos 0 sin 1 0 0

sin cos 0 0 1 0 0 cos sin

0 0 1 0 sin cossin 0 cos

                     

                        

                         

φ φ θ θ

φ φ γ γ

γ γθ θ

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ −⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

⎥
⎥⎥

 

形式，( )0 0 0, ,φ θ γ 即为地理坐标系下飞机的航向角、

俯仰角和横滚角。 

单电磁矢量传感器可全向工作，即在飞行器的

任何机动姿态下，电磁波姿态测量都将有效。与机

载天线相比，地面基站的大型天线系统测得的参数

精度高得多，仿真满足远场条件时，忽略 , ,φ θ γ′ ′ ′误
差，仅考虑机载天线端测量参数 1 2 3, ,ϕ ϕ ϕ 的误差， 
地面基站测得 , ,φ θ γ′ ′ ′为 0 ,30 ,0° ° °。图 6 为从单电磁

矢量传感器接收信号中估计飞行器姿态参数的仿真 

结果。地面站发射信号为 320 MHz 单色波。实验仿

真了在飞行器航向角旋转 90°，横滚角上下摆动，

俯仰角保持为 0º 的连续航姿变化过程。其间根据电

磁波信号估计飞行器姿态角，作了 36 次姿态测量，

进行每次估计的接收信号包含连续 1024 快拍，持续

时间约 3 s μ ，信号为部分极化波，极化椭圆率 o27 ，

连续快拍采样频率 320 MHz。图 6(a)，图 6(b)，图

6(c)横坐标为测量次数，纵坐标为横滚角、俯仰角

和航向角，坐标单位为°，图中“•”形线为理想角

轨迹，“o”为本文 大似然估计方法估计得出的横

滚角、航向角和俯仰角，图 6(a)，图 6(b)，图 6(c)

接收信号的极化度D为 60%, 1r = ，信噪比 10 dB。

由图 6(a)，图 6(b)，图 6(c)可见本文 大似然估计

方法估计得出的结果与理想值接近，在此条件下可

以满足普通飞行器控制的要求。图 6(d)，图 6(e)，

图 6(f)为 5r = 时，不同极化度情况下，前述仿真实

验的 36 次姿态角估计的标准差随信噪比变化的曲 

 

 

图 6 飞行姿态估计仿真 

Fig. 6  Performance of aircraft attitude/heading estimating 
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线。图 6(d)，图 6(e)，图 6(f)横坐标为接收信号的

信噪比，纵坐标为 36 次实验统计出的各姿态角参数

估计标准差，单位为°。图 6(d)，图 6(e)，图 6(f)
中信号的极化度分别为 50%, 25%和 75%，图 6(d)，
图 6(e)，图 6(f)中“•”，“×”和“。”线分别为俯

仰角、横滚角和航向角参数估计标准差随信噪比变

化的曲线[18,19]。图 6(d)，图 6(e)，图 6(f)可见各姿

态角参数随信噪比、极化度提高，估计误差减小。

估计精度在信噪比、极化度过小时，出现恶化。 

6  结论 

极化电磁波具备 3 维波结构，传统的电磁波空

域-极化域导向矢量信号模型割裂了自由度的空间

姿态信息，不能对姿态参数进行整体优化，存在不

足之处。本文提出的姿态导向矢量信号模型，姿态

参数正交解耦，在估计信号参数时表现出更好的估

计性能，为研究空域-极化域参数联合估计问题提供

了新思路。  

部分极化波是电磁波存在的一般形式，本文将

大似然估计和 MUSIC 算法推广应用于部分极化

波参数估计。仿真数据结果可见，从单电磁矢量传

感器接收信号中估计飞行器姿态参数，精度达到飞

行控制的要求，能作为自动驾驶仪航姿导航信息源。 

附录 A  旋转矩阵的指数表示 

把旋转向量
T

1 2 3ϕ ϕ ϕ⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦ϕ 的单位向量表示 

为
T

[ , , ] /x y z = ϕ ϕ ，向量模表示为 =ϕ ϕ ，由立体

几何知识知，按右手律绕ϕ旋转 ϕ 的旋转矩阵为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

2

2

cos 1 cos 1 cos sin 1 cos sin

1 cos sin cos 1 cos 1 cos sin

1 cos sin 1 cos sin cos 1 cos

x xy z xz y

xy z xy y yz x

xz y yz x z

⎡ ⎤+ − − − − +⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− + + − − −⎢ ⎥
⎢ ⎥

− − − + + −⎢ ⎥⎣ ⎦

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

      (A-1) 

记式(A-1)为： 

    
11 12 13

21 22 23

31 32 33

m m m

m m m

m m m

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

           (A-2) 

其迹： 11 22 33 1 2 cos( )m m m+ + = + ϕ 。 
得： 

11 22 33 1
arccos

2

m m m⎛ + + − ⎞⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
ϕ      (A-3) 

由式(A-3)得： 
21 12 32 23 13 31, ,
2 sin( ) 2 sin( ) 2 sin( )

m m m m m m
z x y

θ θ θ
− − −

= = =  (A-4) 

绕坐标轴的 3 次连续旋转矩阵相乘也可化为式

(A-2)形式，从中计算出 , ,φ θ γ。 

定义：

3 2

3 1

2 1

0 0

0 0

0 0

z y

z x

y x

ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

− −

= − = −

− −

A

ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

 

对于3阶矩阵A，存在可逆矩阵P，使得 1−P AP  
= J 为 Jordan 标准型。其中： 

    

2 21 1

( ) ,   1

( )

x x x

y iz xy iz xy i

z iy xz iy xz

⎡ ⎤− −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= − + − = −
⎢ ⎥
⎢ ⎥− − +⎢ ⎥⎣ ⎦

P    

0 0 0

0 0

0 0

i

i

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦

J ϕ

ϕ

                        

    则 1

1 0 0

0 0

0 0

i

i

−

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

Ae P e P

e

ϕ

ϕ

     

经过化简正是式(A-1)。  

附录 B  最大似然估计的分步算法[16,20] 

由 ( )2 H H
1 1 1 2 2 2σ λ λ= + +R I AA AA 可得：     

( )( )
T

1 H
1 1

1 1

lndet lndet
tr tr

λ λ
−

⎧ ⎫⎪ ⎪⎡ ⎤∂ ∂ ∂⎪ ⎪= = ⋅⎢ ⎥⎨ ⎬⎪ ⎪⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

R R R
R AA

R
 

同样： 

    

( ) ( )

( )

T
11

1 1

1 1 H
1 1

trtr
tr

tr                

λ λ

−−

− −

⎧ ⎫⎪ ⎪⎡ ⎤⎪ ⎪∂∂ ∂⎢ ⎥⎪ ⎪⎪ ⎪= ⎢ ⎥⎨ ⎬⎪ ⎪∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭
⎡ ⎤= − ⎢ ⎥⎣ ⎦

R RR R R
R

R RR AA

        

因此： 

 

( )

( ) ( )

2
1 2 3 1 2

1

H 1 H 1 1
1 1 1 1

, , , , ,

tr
2

L

N
  

ϕ ϕ ϕ λ λ σ

λ

− − −

∂

∂

⎡ ⎤=− −⎢ ⎥⎣ ⎦
A R A A R RR A

 

(A-5)

 

对 1λ 取极值时，式(A-5)为 0。 
得： 

( )H 1 1
1 1 0− −− =A R R R R A        (A-6) 

因为： 
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( ) ( )

( ) ( )

H H
1 1 1 2 2 2

2 H 2 H 2
1 1 1 2 1 1

H H
1 1 1 2 2 2

2 H 2 H 2
1 1 1 2 1 1

1

1
  

λ λ
σ λ σ λ σ

λ λ
σ λ σ λ σ

⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎢ ⎥

+ +⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤
⎢ ⎥= − − =⎢ ⎥

+ +⎢ ⎥⎣ ⎦

AA AA
I R

A A A A

AA AA
R I I

A A A A

 

所以： 

( ) ( )
H H

1 1 1 1 2 2 2
2 H 2 H 2

1 1 1 2 1 1

1 λ λ
σ λ σ λ σ

−
⎡ ⎤
⎢ ⎥= − −⎢ ⎥

+ +⎢ ⎥⎣ ⎦

AA AA
R I

A A A A
 

( )
1

1 1 H 2
1 1 1

1

λ σ
−

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥

+⎢ ⎥⎣ ⎦
R A A

A A
                 

代入式(A-1)得： 

( ) ( ) ( )
H
1 1H 2 H 2

1 1 1 1 1 1

1 1
0

λ σ λ σ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− =⎢ ⎥ ⎢ ⎥

+ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
A R R A

A A A A
 

简化为： 

( )H
1 1 0− =A R R A           (A-7) 

将 ( )2 H H
1 1 1 2 2 2σ λ λ= + +R I AA AA 代入式(A-7)： 

H 2 H H H
1 1 1 1 1 1 1 1 1σ λ= +A RA A A A A A A    (A-8) 

由式(A-8)可得到计算 1λ 的公式，记为 1λ ： 

( ) ( ) ( )1 1H H 2 H
1 1 1 1 1 1 1λ σ

− −
= −A A A R I A A A  

同理可得： 

( ) ( ) ( )1 1H H 2 H
2 2 2 2 2 2 2λ σ

− −
= −A A A R I A A A  

由此得到： 

 ( )2 H H
1 21 1 2 2σ λ λ= + +R I AA AA                

( ) ( )
H H

1 1 21 1 2 2
2 H 2 H 2

1 21 1 2 2

1 λ λ
σ λ σ λ σ

−
⎡ ⎤
⎢ ⎥= − −⎢ ⎥

+ +⎢ ⎥⎣ ⎦

AA AA
R I

A A A A
 

这样：  

( ) ( )
H H

1 1 21 1 2 2
2 H 2 H 2

1 21 1 2 2

1 λ λ
σ λ σ λ σ

−
⎡ ⎤
⎢ ⎥= − −⎢ ⎥

+ +⎢ ⎥⎣ ⎦

AA R AA R
R R R

A A A A
 

 (A-9) 

由前所示 1λ 和 2λ 估计可得： 

    ( ) ( ) 1H 2 H H
1 1 1 1 1 1 1λ σ

−
+ =A A A A A RA         

    ( )( ) ( )
1 1H 2 H H

1 1 1 1 1 1 1λ σ
− −⎡ ⎤+ = ⎢ ⎥⎣ ⎦A A A RA A A     

     ( ) ( ) 1H 2 H H
2 2 2 2 2 2 2λ σ

−
+ =A A A A A RA         

( )( ) ( )
1 1H 2 H H

2 2 2 2 2 2 2λ σ
− −⎡ ⎤+ = ⎢ ⎥⎣ ⎦A A A RA A A     

根据式(A-9)：  

( ) ( ) ( )

( )

( )

( )( )

1 H H
1 21 1 2 22 2

1H H
1 1 1 12 2

1H H
2 2 2 2

1 2

2

tr( ) 1
tr tr

tr( ) 1
tr

2

tr
2

              

                 

              

λ λ
σ σ

σ σ

σ

−

−

−

⎡ ⎤= − +⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡= − ⎢⎣
⎤+ +⎥⎦

− −
= +

R
R R A A A A

R
A A A A R

A A A A R

I RΠ Π

 

因此： 

( )

( )( )

2
1 21 2 3

1 2

2

, , , , ,

3 ln2 ln det
2

tr
2 (A-10)

L

N
    N  
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将
1−

R 展开式代入式(A-11)中，并注意： 
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由此得到的 2σ 记为 2σ ： 
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将各符号展开代入式(A-10)： 
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其中 ( ) ( )H
1

(1/ )
N

t
N t t

=
= ∑R y y 。 
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