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 Stiefel 流形上的梯度算法及其在特征提取中的应用 
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摘  要：为了提高系统特征提取算法的计算效率、减少占用的存储空间和简化程序设计，该文基于 Riemann 流形

上优化算法的几何框架，提出了改进的 Stiefel 流形上的梯度下降算法。根据不同要求采用不同的测地线计算公式，

并使用多项式逼近测地线方程，同时采用了秦九韶-Horner 多项式算法及线搜索、变步长的方法。以主分量分析问

题为例，详细讨论了 Stiefel 流形上的梯度算法在其中的应用。理论分析和实验结果均表明，此方法可以在确保迭

代矩阵列向量单位正交性的同时获得更好的计算效率和收敛速度，并且更容易实现。 
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Abstract: To improve the computational efficiency of system feature extraction, reduce the occupied memory space, 

and simplify the program design, a modified gradient descent method on Stiefel manifold is proposed based on the 

optimization algorithm of geometry frame on the Riemann manifold. Different geodesic calculation formulas are 

used for different scenarios. A polynomial is also used to lie close to the geodesic equations. JiuZhaoQin-Horner 

polynomial algorithm and the strategies of line-searching technique and change of the step size of iteration are 

also adopted. The gradient descent algorithm on Stiefel manifold applied in Principal Component Analysis 

(PCA) is discussed in detail as an example of system feature extraction. Theoretical analysis and simulation 

experiments show that the new method can achieve superior performance in both the convergence rate and 

calculation efficiency while ensuring the unitary column orthogonality. In addition, it is easier to implement by 

software or hardware. 
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1  引言
  

系统特征信息分析方法包括主分量分析

(Principal Component Analysis, PCA)、次分量分

析(Minor Component Analysis, MCA)和独立分量

分析(Independent Component Analysis, ICA)[1]等，

其广泛应用于数据压缩、波达方向估计、信号滤波

等信号处理领域[2,3]。近十年来，众多专家学者提出
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了各种算法[4,5]。然而，现行的各种算法大都是基于

欧氏空间的，这些学习算法并没有充分利用约束集

为 Stiefel 流形这一事实，因而也就不能充分利用

Stiefel 流形的几何性质。另外，这类算法往往需要

进行特征分解，而特征分解运算量大，算法复杂，

工程难以实现。 
本文首先详细讨论了 Riemann 流形上梯度算

法，重点讨论了 Stiefel 流形上的梯度算法。其次，

对测地线公式作了深入分析与比较，为了能够在工

程实际中应用，作了较大改进，提出了改进的梯度

下降算法 M-GDM(Modified Gradient Descent 
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Method)。 后，以主分量分析问题为例，详细讨

论如何在 Stiefel 流形上应用梯度下降算法。 

2  Riemann 流形上的梯度算法 

作为求解非线性 优化问题的新方法，基于流

形的几何优化算法核心思想是把约束集视为高维空

间中的曲面，也就是(微分)流形[6]。当在流形上指定

了一个 Riemann 度量(也就是在流形的每一点的切

空间上指定一个对称、正定的 2 阶协变张量)后，成

为 Riemann 流形。 
测地线[7]是 Riemann 几何中非常重要的概念，

定义如下： 
定义 1[7]  设M 为 Riemann 流形，局部坐标为

1 2( , , , )dx x x=x ， 流 形 上 光 滑 曲 线 定 义 为

[ , ]a b Mγ = → ，记 ( ) ( ( ))i ix t x tγ= , i
jkΓ 为 Christoffel

符号，而且满足下面的 2 阶微分方程组 
2

2

( ) ( ) ( )
( ( )) 0,  1,2, ,

i j k
i
jk

d x t dx t dx t
t i d

dt dt dt
Γ+ = ∀ =x (1) 

则光滑曲线 γ 称作流形上的测地线。式(1)采用

了 Einstein 求和约定，即同一指标在表达式中恰好

出现两次，则关于此指标求和。测地线又称为短程

线，指 Riemann 流形上连接两点之间的 短曲线。

比如，球面上两点之间的测地线就是连接两点的大

圆。在选定局部坐标系后，求解式(1)对应的 2 阶微

分方程组就可以求得测地线方程，一般而言，直接

求解式(1)是非常困难的。 
一方面，由于 Riemann 流形本质上是一种弯

曲的空间，所以迭代估计应该沿着流形的测地线进

行[8]；另一方面，n 维 Euclidean 空间是一种曲率处

处恒为 0 的特殊的 Riemann 流形，所以无约束 优

化和约束 优化都可以统一成Riemann流形上的

优化。然而由于 Euclidean 空间中的直线就是测地

线，所以无约束优化的搜索方向可以沿着空间中任

何方向，而约束 优化的搜索方向则应沿着

Riemann 流形上测地线所对应的切方向。据此，可

以解决梯度算法中的一个关键问题
    

搜索方向，

并可以得出Riemann流形上无约束优化和约束优化

的梯度类算法的统一框架[9]。 
(1) 初始化：随机选取流形上的初始点 0x 。 

(2) 计算负梯度方向对应的测地线。因为

Euclidean 空间中测地线就是直线，所以对于无约束 

优化，就是
1kx x

f
x

−=

∂
−

∂
。然而对于约束 优化，则

应先计算
f
x

∂
−
∂

，然后把
f
x

∂
−

∂
投影到流形在点 1kx − 处

的切空间上。 

(3) 沿测地线移动一定的步长，得到新的迭代

点 kx 。 
(4) 若点 kx 满足收敛准则，则 优解为 kx 。否

则返回步骤(2)，用 kx 作为新的起始点，继续进行

迭代。 
在一定条件下，可以证明上面的梯度算法是收

敛的。证明过程较长，可以参阅文献[8]。 

3  Stiefel 流形及其测地线方程 

Stiefel 流形定义为全体n r× 半正交矩阵的集

合[10]，用符号St( , )n p 表示，即 

{ }TSt( , ) | , , n p
pn p R n p×= = ∈ ≥W W W I W  (2) 

值得指出的是，Stiefel 流形是紧致的，即参数

的取值范围是一个有限闭集。关于这一点，可以简

单的说明一下，设有 St( , )n p∈W ，则有 

 
T

T

1,    1

0,   1 , ,

i i

i j

i p

i j p i j

⎫⎪= ≤ ≤ ⎪⎪⎬⎪= ≤ ≤ ≠ ⎪⎪⎭

w w

w w
      (3) 

所以有
2

,1
1

n
i jj

w
=

=∑ ，也即有 , 1i jw ≤ ，即元 

素的取值在一个有限的范围内。注意到这一点，后面

关于测地线的计算公式可以进一步近似并简化。 

Riemann 流形上梯度下降算法的另一个核心问

题测地线的计算。在微分流形与 Riemann 几何中测

地线方程的推导往往采用内蕴的方式，测地线对应

一组微分方程组的解，直接求解并应用到实际中有

很大困难。然而 Stiefel 流形上的测地线却有相对简

单的表达式，文献[10]给出了 Stiefel 流形上测地线

的一种计算公式，以定理表述如下： 

定理 1[10] 设Y 和H 均为 n p× 的矩阵，满足
T ,p=Y Y I T=A Y H 为反对称矩阵，则在 Stiefel

流形上Y 点处沿H 方向的测地线为： 

 ( ) ( ) ( )t t t= +Y YM QN            (4) 

其中， ,n p p p× ×Q R 为K 矩阵的 QR 分解，而 =K  
T( )− =I YY H QR , ( )tM 和 ( )tN 是由矩阵指数 

 
T( )

exp
( )

pt

t

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤−⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

M IA R

N R 00
        (5) 

确定的 p p× 的矩阵。 
当 p 较小时，上述方法的计算量相对较小。然

而当 p 接近 /2n 时，上述方法的计算量就很大了，

而且占用的存储空间大、程序设计复杂。文献[11]
给出了 Stiefel 流形上测地线新的计算公式，使得当

p 接近 /2n 或 2p n> 时(比如在独立分量分析 ICA
中)，计算量变得更小。新的测地线方程为： 
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T T
St( , )

T

( , , ) exp( ( ))

 1
2

n p t tϕ ⎫⎪= − ⎪⎪⎪⎬⎛ ⎞ ⎪⎟⎜= − ⎪⎟⎜ ⎟⎜ ⎪⎝ ⎠ ⎪⎭

WV DW WD W

D I WW V
(6) 

上式表示起点为W ，方向为V 的测地线方程，

即 1 2: [ , ]t t Mγ → (M 为 Stiefel 流形)， 并且满足 

 0( , , ) ( ),  (0) ,  M t
d

t t   
dt
γ

ϕ γ γ == = =WV W V  (7) 

文献[11]同时也给出了相应的测地线逼近公式，

但是需要矩阵求逆和矩阵乘方。 
测地线计算公式(4)需要 QR 分解及矩阵指数运

算，测地线计算公式(6)需要矩阵求逆及矩阵乘方运

算，这两种方法不仅计算量大，而且占用较大的存

储空间、编程复杂。为了减小计算量，同时简化程

序设计，必须简化测地线的计算方法(当然必须尽可

能地满足单位列正交性的约束条件，这是在流形上

进行优化的根本目的)。 
鉴于此，本文对上面两种算法中的矩阵指数运

算作近似。考虑矩阵指数函数的 Taylor 展开式： 

2 3

0

1 1
exp( ) ( ) ( )

2! 3!
1

              ( )
!

1
          ( )                           

!
(8)

n

n

n

t t t t

t
n

t
n

∞

=

= + + +

+ + +

=∑

X I X X X

X

X

 

由于流形上指数映射往往限于局部，t 取值往往

比较小(比如取 0.01)，又由于 Stiefel 流形为紧致的，

所以 终切向量X中的元素取值较小， t 和X中各

个元素相乘后，再进行矩阵乘法运算， 终的矩阵

元素取值就更小，略去这些项，误差会非常小，对

正交性约束影响也自然非常小。 
以上定性分析了误差较小的原因，下面进行定

量分析，给出误差一个较好的上界。设截取n 项， ⋅

表示矩阵范数，并令 1=X ，则有 

1 1
( ) ( )

! !

1 1
                     

! !
(9)

i i

i n i n

ii i
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t t
i i

t t
i i

ε
∞ ∞

= =
∞ ∞

= =

= ≤

≤ =

∑ ∑
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X X
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由 Stirling 公式 12! 2 ( / )  (0< <1)n nn n n e e
θ

π θ= ，

得 ! 2 ( / )nn n n eπ> 。所以有 
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当n 较大， t 较小时，式(10)还可以作进一步

近似 

 
( ) ( )1 1

2 2

n n

n n

te ten
n n te nn n

ε
π π

< ≈
−

    (11) 

取n =5, t =0.01，由式(10)得 ε < 138.52 10−× ，

由式 (11) 得 ε < 138.47 10−× ，而由式 (9) 得 ε<  
138.35 10−× 。可以看出，式(10)和式(11)都有较好的

估计精度，给出了一个较好的误差上界。由此误差

上界，结合数据的动态范围，也可以较好地确定截

取的项数。 
为了进一步减少计算量，对多项式运算采用秦

九韶-Horner 算法[12]，即： 
设 多 项 式 为 1

1( ) n n
n n np α α −

−= + +X X X  
2

2 1 0
n

nα α α−
− + + +X X I，改变计算顺序为： 

1 2

1 0

( ) ( (( ) )

           )                             (12)

n n n np α α α

α α

− −= + + +

+ +

X X I X I X

I X I
 

此时仅仅需要n 次矩阵乘法和n 次矩阵加法。 
梯度算法的第 3 个关键问题是迭代步长的选

取。迭代步长的选取本质上是一种“线搜索”或“1
维搜索”技术，为了使算法具有更好的性能，应区

分批处理和在线处理这两种不同的情形，并采用不用

的策略，而以往大多数算法都忽略了这一重要问题。 
对于批处理情形，此时相关矩阵已经比较好地

估计出来(用时间平均取代统计平均)，一定程度上，

此时已经是确定性的 优化问题，所以采用不精确

线搜索技术
    

Armijo 准则[13]。欧氏空间中，Armijo
准则是指对于给定 (0,1), (0, 0.5)β σ∈ ∈ ，令步长因

子 km
kα β= ，其中 km 为满足下列不等式的 小非负

整数： 
 T( ) ( ) ( ( ))m m

k k k k kf x d f x f x dβ σβ+ ≤ + ∇    (13) 

其中 f 为目标函数， kd 为下降方向， f∇ 为目标函数

梯度。Riemann 流形上的 Armijo 准则及收敛性分析

见文献[13]。 
在一些信号处理领域，为了能够实时处理，必须

采用在线处理的方式，由于此时相关矩阵的估计仅

仅采用当前时刻的采样值，所以相关矩阵是非常不精

确的和随机的。为了减小稳态误差、提高性能，应采

用变步长的方法。变步长的方法较多，本文采用比较

简单的变步长公式 ( )=exp( *0.05 1)n nη − − ，其它的

变步长方法可以参考自适应滤波相关的文献[14,15]等。 

4  Stiefel 流形上的特征提取 

PCA, SCA 和 ICA 等问题 终归结为求解某一

矩阵W ，而求解矩阵W 是通过 小化 Stiefel 流形上

某一代价函数实现的，即转化为非线性约束 优化问

题，然后通过梯度下降算法求得W 。设代价函数为

( )JW ，相应的梯度为 ( )J∇ W 。值得注意的是，此时

仍然是在欧氏空间中考虑问题(未考虑约束条件)，按
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Riemann 流形上梯度算法的一般原则必须把梯度向

量 ( )J∇ W 投影到流形上点W 处的切空间上。对于

Stiefel 流形，有下面结论，以定理形式表述为： 
定理 2[8] 设 Stiefel 流形上 1 阶连续可微函数为

( )f x , x 为 Stiefel 流形上的点。当把 Stiefel 流形嵌入

到 Euclidean 空间后，在 Euclidean 空间中的梯度为

,( / )i jf f x∇ = ∂ ∂ ，投影 ,( / )i jf f x∇ = ∂ ∂ 到流形上点

x 处的切空间得 ,( / )i jf f x∇ = ∂ ∂ ，则 f∇ 和 f∇ 有关

系： T( )f f x f x∇ = ∇ − ∇ 。 
据此，由Riemann流形上梯度算法的一般框架，

可以得出 Stiefel 流形上梯度算法的一般步骤： 
 (1) 确定待求矩阵W 对应的代价函数 ( )JW ，

并选择初始点 0W 。 
 (2) 求代价函数 ( )kJW 的梯度 ( )kJ∇ W ，并按

定理 2 把 ( )kJ∇ W 投影到流形上点 kW 处的切空间

上，设为 ( ),  ( )k kJ J∇ ∇W W 就是相应的搜索方向。 
 (3) 使用“线搜索”技术确定步长参数α，并

沿测地线移动步长α，得到新的迭代点 1k+W 。 
 (4) 若点 1k+W 满足收敛准则，则 优解为

1k+W 。否则用 1k+W 作为新的起始点，继续进行迭代，

直到收敛。 
必须指出的是，测地线计算公式的选择很重要，

当待求的主分量数目较少时，应选用式(4)，否则应

选用式(6)。 
下面以 PCA 问题为例，讨论如何在 Stiefel 流

形上应用梯度下降算法。PCA 问题可以等价为

Stiefel 流形上非线性约束 优化问题： 

T T1
max ( ) tr( ),    s.t.  

2
J = =W W RW W W I  (14) 

其中，R 为输入随机向量 x 的协方差矩阵，即
TE( )=R xx 。  

目标函数 ( )JW 在Euclidean空间中相应的梯度

为 ( )J∇ =W RW ，由定理2，可以很容易得到Stiefel
流形上相应的梯度为(注意到R为对称矩阵)： 

 T( )J∇ = −W RW WW RW      (15) 

在线处理时 R 用瞬时估计值代替，即 =R  
T( ) ( )n nx x 。按 Riemann 流形上梯度下降算法，得

到相应的随机梯度算法的迭代公式： 

(
)

T
( )

T T

( 1) exp ( ) ( ) ( ) ( )

               ( ) ( ) ( ) ( ) ( )      (16)

nn n n n n

n n n n n

η⎡+ = ⎢⎣
⎤− ⎥⎦

WW x x W

W W x x W
 

式(16)中， exp ( )W v 为 Riemann 流形上的指数

映射，表示流形上过点W ，切方向为v的测地线，

( )nx 为 n 时刻的采样值， ( )nη 为步长参数。 
至于MCA和 ICA等问题，只要知道代价函数[11]，

很容易依次类推。 

5  数值仿真与结论 

记文献[11,16]提出的算法为E-GDM(Exponential 
Gradient Descent Method)。 

实验 1  比较正交性。求 5 维随机向量的第 1，
第 2 主分量，分别设为 1w 和 2w 。理论上， 1w 和 2w
应相互正交，即 T

1 2 0=w w 。但是，采用多项式近似

后，必然有误差，即 T
1 2 0≠w w ，直接取绝对值作为

正交性误差的度量，即 T
1 2w w 。实验时随机选取的

5 维随机向量的协方差矩阵为： 
0.3722 0.7712 0.0569 0.2335 0.3395

0.7712 7.5237 1.7506 2.9652 2.4571

0.0569 1.7506 3.9186 1.0447 0.4627

0.2335 2.9652 1.0447 1.6857 0.4566

0.3395 2.4571 0.4627 0.4556 17.4008

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎢ ⎥⎣ ⎦

R  

多项式取 7 项，步长参数取 0.01，迭代 100 次，

结果如图 1。 

从实验可以看出，用多项式近似和使用指数映

射(exp)其性能是非常接近的，对正交性约束的影响

极小，可以认为正交性得以保持。 

实验 2  比较运行时间。由于 matalb 中 QR 分

解算法是用内嵌汇编实现的，为了便于比较，故使

用 C 语言编程实现两种算法。多项式取 7 项，向量

维数从 40 取到 100，每次取 10000 个采样数据，

E-GDM 算法与 M-GDM 算法占用的时间比如图 2。 

可以看出时间比基本稳定在 15 左右，然而本文

的算法简单、占用存储空间也小。 
实验 3  比较收敛性。求解第 1 主分量，误差

记为
2−w w ，其中w 为精确值，w 为每次迭代的

估计值。多项式取 7 项，迭代 100 次，实验结果如

图 3。 

从实验可以看出，由于改进的算法采用了“线

搜索”技术，收敛速度更快，不仅迭代步数变小，

而且误差也更小。 

6  结束语 

如文中所指出，如果在高维数据(设为 n)中仅仅

提取少量主分量(设为 p)，则应选用测地线计算公式

(4)；当提取的主分量数接近 /2n 或者当 > /2p n 时，

则应选用第 2 个测地线计算公式(6)。在独立分量分

析问题中，几乎总是使用计算公式(6)。总而言之，

应具体问题具体对待。 

在 Riemann 流形(包括 Stiefel 流形)上发展其它

类型的优化算法，并将其应用到信号处理中，以提

高算法的效率，不仅是重要的思路，也是一个值得

研究的方向。 
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图 1 正交性误差比较            图 2 E-GDM 和 M-GDM 占用的时间比               图 3 收敛速度性能曲线 

Fig. 1  The comparison of orthogonality    Fig. 2  The ratio of occupying time between       Fig. 3  The performance curve of  
error                            E-GDM and M-GDM                           convergence rate 
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