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基于复图像 OMP 分解的宽带雷达微动特征提取方法 
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摘  要：针对宽带雷达中目标微动散射点发生越距离单元走动和方位欠采样条件下的微动特征提取问题，该文提出

了一种基于复图像正交匹配追踪 (OMP)分解的微动特征提取新方法。该方法利用目标“距离-慢时间像”的幅度和

相位信息，构造复图像空间的微多普勒信号原子集，将向量空间的 OMP 算法拓展到复图像空间，实现了距离-慢

时间平面上目标微动特征的提取。仿真实验表明该方法能够有效提取微动散射点发生越距离单元走动条件下的微动

特征，并且可以实现方位欠采样时的微动特征提取。 
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Abstract: In order to extract the micro-motion signatures in condition of Migration Through Range Cells (MTRC) 

of micro-motional scatterers and azimuthal undersampling in wideband radar, a method based on the Orthogonal 

Matching Pursuit (OMP) decomposition of the complex image is proposed. By making use of the amplitude and 

phase information of “range-slow-time image”, a set of micro-Doppler signal atoms is constructed in the complex 

image space. The OMP algorithm in vector space is then extend to the complex image space to obtain the 

micro-motion parameters. Simulations demonstrate the proposed method can extract the micro-motion signatures 

when MTRC of micro-motional scatterers is occurred, and can also work well when the sampling rate is lower than 

the Nyquist sampling rate.  
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1  引言
  

近年来，雷达目标的“微多普勒(micro-Doppler 

effect, m-D effect)”效应已成为目标特征提取与识

别领域的研究热点，基于微动(Micro-motion)特征

的目标识别技术被认为是雷达目标识别技术中最

具发展潜力的技术之一[1]。自从 2000 年 V. C. Chen

提出微多普勒的概念以来[2]，有关微动特征提取的

技术得到了较多的研究，特别是窄带雷达中微动特

征提取已经得到了较为广泛的研究。时频分析是使

用最为广泛的技术，如 V. C. Chen 详细分析了高
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分辨时频分析方法在微动特征提取中的应用 [3,4]；

T. Thayaparan 等人研究了自适应联合时频分析和

小波变换理论用于微多普勒信息的检测和分离，并

从直升机和人体回波中成功提取了微多普勒信号[5]；

等等。基于微动参数估计的空间目标和地面目标识

别技术也得到了较为深入的研究[6－9]；文献[10,11]

还研究了基于微动特征的低分辨雷达多目标分辨

技术。 

随着宽带雷达信号处理技术的发展与成熟，高

分辨成像雷达得到了日趋广泛的应用。在宽带雷达

中，若微动点在成像期间没有发生越距离单元走动，

则可以通过抽取该微动点所在距离单元信号进行分

析来获得其微动特征，如在每个距离单元回波中采

用 chirplet 变换[12]、EMD 分解[13]、AM-LFM 分解[14]
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等方法分离微多普勒信号片段，由分离出的信号片

段来重构目标的微动特征。然而，由于宽带雷达的

距离高分辨能力，目标的微动通常导致散射点发生

越距离单元走动，散射点回波能量分布在多个距离

单元中，每个距离单元回波无法包含微动点的全部

回波信号，上述方法运算复杂且难以取得较好效

果。更进一步地，当目标微动速度较大时，微多普

勒谱宽较大，而雷达脉冲重复频率往往不可能很

高，这将导致微多普勒信号的欠采样，如雷达发射

信号载频为 10 GHz、微动点旋转频率为 4 Hz、旋

转半径为 6 m 时，微多普勒谱宽将达到 20 kHz，

若要保证对微多普勒谱的奈奎斯特采样，将对雷达

脉冲重复频率提出很高的要求。当雷达脉冲重复频

率小于两倍微多普勒谱宽时，微多普勒信号将在频

域出现卷绕。这也给现有微动特征提取方法带来了

很大困难。 

针对宽带雷达中目标微动散射点发生越距离单

元走动和方位欠采样条件下的微动特征提取问题，本

文提出了一种基于复图像正交匹配追踪(Orthogonal 

Matching Pursuit, OMP)分解的宽带雷达微动特征

提取方法。由于宽带雷达的距离高分辨能力，我们可

通过分析目标 1 维距离像序列的变化特征来挖掘目

标的微动特征，即从目标回波“距离-慢时间像”入

手来获取目标微动特征。本文以典型的旋转形式微动

为例，通过利用“距离-慢时间像”的幅度和相位信

息，构造复图像空间的微多普勒信号原子集，将向量

空间的 OMP 算法拓展到复图像空间，实现了距离-

慢时间平面上旋转目标微动特征的提取。该方法能够

有效提取微动散射点发生越距离单元走动条件下的

微动特征，并且可以实现欠采样条件下的微动特征提

取。仿真实验表明该算法具有较好的鲁棒性。 

2  旋转微动目标的宽带雷达回波 

线性调频(LFM)信号是宽带雷达中应用最为广

泛的波形，因此我们以线性调频信号为例来推导旋

转微动目标的宽带雷达回波表达式。建立如图 1 所

示的雷达与目标几何模型，图中OXYZ 为全局坐标

系，oxyz 为本地坐标系，3 个坐标轴分别与OXYZ 的

对应坐标轴平行，o 点在坐标系OXYZ 中的初始坐

标为( ), ,o o oX Y Z 。雷达位于原点O 。假设目标由oxyz

以速度 [ ]T  X Y Zv v v=ν 平动到o x y z′ ′ ′ ′ ，同时，目标

上一个散射点P 绕C 点以角速度
T

=   x y zω ω ω⎡ ⎤
⎣ ⎦ω 旋

转，C 点在本地坐标系oxyz 中的坐标为( ), ,C C Cx y z 。

令Ω = ω 。 
雷达发射 LFM 信号时，目标上散射点P 的回

波信号可表示为 

 

图 1 雷达与旋转微动目标的几何模型 
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                                         (1) 

其中 t 为快时间， mt 为慢时间， Pσ 为P 的散射系数，

pT 为脉冲宽度， cf 为起始载频， μ 为调频斜率，

( ) ( )m m2p Pt R t cτ = 为 mt 时刻散射点P 到雷达距离

延时， ( )mPR t 为 mt 时刻P 点到雷达的距离，c 为光

速。取o 点为参考点，则参考信号可写为 
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(2) 

其中 ( ) ( )0 m 0 m2t R t cτ = , ( )0 mR t 为 mt 时刻o 点到雷

达的距离。回波信号与参考信号进行“dechirp”处

理后，变换到快时间频率域并去除剩余视频相位

(Residual Video Phase, RVP)后，得到[15] 
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其中 ( ) ( ) ( )m m 0 mPR t R t R tΔ = − ，λ为雷达发射信号

波长。可以看出， ( )d m,S f t 的峰值位于 2f μ= −  

( )mR t c⋅Δ ，此即散射点P 的 1 维距离像，其峰值在

距离像上的位置由 ( )mR tΔ 确定。通过乘以因子

( )2c μ− , f 可被转化为点目标到参考点的径向距离

RΔ 。式(3)由于是关于频率(距离)和慢时间的函数，

因此可称为目标回波的“距离-慢时间像”(文献[15]

将其称为“谱图(Spectrogram)”)。 
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根据图 1 中的几何关系，可以得到 
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(4) 

上式用泰勒级数展开，忽略高次项后得到 
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令 ( )mCR t 表示慢时间 mt 时刻C ′点到雷达的距离，则

有 
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     (6) 

当P 点绕C 点做旋转运动时， mt 时刻雷达与目

标的几何关系可以重画为图 2 所示，雷达位于远场

的 O 点， ′OC 的长度为 ( )mCR t , ′OP 的长度为

( )mPR t 。n 为雷达视线方向(Line Of Sight, LOS)

的单位向量， 'n 为n 在由P 点旋转轨迹所张成的平

面上的投影。由于 ′ ′ ′C P OP 和 ′ ′ ′C P OC ，

有 
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其中 1P 点是P ′点在雷达视线方向上的投影，ε 为n
与ω之间的夹角， θ 为初相。因此可得 
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将上式代入式(3)，可得 

 

图 2 雷达与旋转微动目标的几何简化模型 
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从式(8)可以看出， ( )mR tΔ 由 3 项组成：第 1 项

( ) ( )00 0CR R− 为常量；第 2 项是关于 mt 的 1 次项，

是由目标主体相对雷达的运动引起的，事实上，该

项是 ISAR 成像中实现方位向成像的关键；最后 1
项是微多普勒项。通常，当雷达位于远场时，第 2
项的值很小，若假设目标主体散射点在成像过程中

不发生越距离单元走动，则第 2 项的值小于距离分

辨单元，因此式(9)可以近似为 

( ) ( ) ( )(

( ) )
( ) ( )(

( ) )

d m p p 0

m

0

m2 2 2

m

2
, sinc 0 0

cos sin

4
exp 0 0

cos sin

P C

C

C X C Y C Z

o o o

S f t T T f R R
c

             t

               j R R

x v y v z v
              t

X Y Z

            t

μ
σ

Ω θ ε

π
λ

Ω θ ε

⎛ ⎛⎜ ⎜= + −⎜ ⎜⎜⎜ ⎝⎝

⎞⎞⎟⎟′ ′+ + ⎟⎟⎟⎟⎠⎠

⎛⎜⋅ − −⎜⎜⎝

+ +
+

+ +

⎞⎟′ ′+ + ⎟⎟⎠

C P

C P (10)

 

分析式(10)可知，目标回波距离-慢时间像的相位即

包括了由目标微动引起的余弦项，还包括了由目标

主体相对雷达运动引起的关于 mt 的 1 次项。对于某

个给定的 f ，对式(10)的相位关于 mt 求导并除以2π，
即得到信号的瞬时频率 
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上式右边第 1 项为目标主体的多普勒频率，第 2 项

则为微动点的微多普勒频率。令 
( ) ( )00 0Cd R R= − , sinr ε′ ′= C P ,          

Ω Ω= , θ θ= , 
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则式(11)可以重写为 
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式(13)即为线性调频信号宽带雷达中旋转微动的回

波表达式。可以看出，式(13)的模值 ( )d m,S f t 将在

距离-慢时间平面上呈现为基线为d 、频率为Ω 、

振幅为 r 、初相为 θ 的余弦曲线，这表明微动点在

多个距离单元之间发生了走动；相位则由参数

( ), , , ,d r fΩ θ 确定。 

3  复图像 OMP 分解算法 

在信号处理中，信号的分解与重构具有十分重

要的意义。近年来，随着信号处理理论的发展，信

号的非正交分解得到了广泛的重视。Mallat 和

Zhang 首先与 1993 年提出了“匹配追踪(Matching 
Pursuit, MP)”的思想[16]，通过将信号分解到一组

过完备的非正交基上，从而得到信号的一个稀疏表

达，实现对信号特征的高效提取。在 MP 算法基础

上，Y. C. Pati 等人进一步提出了“正交匹配追踪

(Orthogonal Matching Pursuit, OMP)”的思想[17]，

通过将字典中的原子按施密特正交化方法进行正交

化处理，然后再用类似 MP 算法的方法实现信号的

迭代分解，这使得该算法能够以比 MP 更快的速度

收敛[18]。由于分解效率高且又简单易行，OMP 算法

近年来在信号处理特别是稀疏信号处理中得到了广

泛应用。因此，本文拟采用 OMP 算法来提取目标

微动特征。 
由 OMP 算法原理可知，字典中的原子应按照

待分解信号的内在特性来构造。根据微动目标的回

波表达式(13)，在对回波进行离散化后，假设在快

时间频域上有 AN 个采样点，在慢时间域共发射了

BN 个脉冲，则离散化后的距离-慢时间回波信号为

A BN N× 的矩阵： 

( )d m,S f t⎡ ⎤= ⎣ ⎦S               (14) 

可见微动点的距离-慢时间像由( ), , , ,d r fΩ θ 确定。因

此，为了提取回波信号中的微多普勒信号参数，可

以通过设定 ( ), , , ,d r fΩ θ 的不同取值来构造原子集
( ) ( ){ }m,lA f t ，其中上标( )l 表示原子在原子集中的序

号。原子集中的第 l 个原子可表示为 
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⎛ ⎞⎟⎜⋅ − + + + ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

A

 (15)

 

并对原子集里的每个原子进行能量单位化：
( ) ( ) ( )l l l

F
←A A A ，其中|| ⋅ ||F表示矩阵的 Frobenius

范数。 

显然，不同于通常的向量信号分解，式(15)定

义的原子集中的原子均为复图像，因此需要将 NC 空

间的 OMP 算法拓展到 A BN NC × 空间。定义 A BN NC × 空

间中的内积运算如下： 

( )
A B

* H
, ,

1 1

, tr
N N

a b a b
a b

u v
= =

= =∑∑U V UV     (16) 

其中U 和V 均为 A BN N× 的矩阵，上标“H”表示

共轭转置。显然有如下结论： 
A B

2*
, ,

1 1

,
N N

a b a b F
a b

u u
= =

= =∑∑U U U       (17) 

在 A BN NC × 空间中利用 OMP 算法提取距离-慢

时间平面上的微多普勒信号参数的步骤如下： 

Step 0  初始化：余量 0 =SR S，最大投影位置

记录向量 0ς =[ ]，匹配原子集合 0 = ∅H ，信号能量

阈值 0δ > ，迭代次数计数器 1g = ，最大迭代次数

G ； 

Step 1  计算 ( ) ( ) ( ){ }{ }1 1, ; \l l l
g g

′ ′
− −∈SR A A A H ； 

Step 2  寻找 ( ) ( ){ } 1\g l
g

′
−∈A A H 使得 

( ) ( )
1 1, sup ,g l

g g
l

α′ ′
− −

′
≥S SR A R A    (18) 

其中 ( ) ( ){ } 1\l l
g

′
−∈A A H , 0 1α< ≤ ； 

Step 3  若 ( )
1,

g
g δ′
− <SR A ，停止迭代； 

Step 4  记录 ( )g ′A 在原子集 ( ){ }lA 中的序号：

1   g g g−
⎡ ⎤′= ⎣ ⎦ς ς ；令 ( )g

g
′

=h A , { }1g g g−=H H h∪ ； 

Step 5  求解满足下式的 [ ], 1,2, ,ix  i g= =x ： 

2

1

min
g

i i
i F

x
=

−∑S h            (19) 

根据最小二乘法，可得(证明见附录 A)： 
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1

1 1 2 1 1 1

21 2 2 2 2

1 2

, , , ,

,, , ,

,, , ,

g

g

gg g g g

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

h h h h h h S h

S hh h h h h h
x

S hh h h h h h

 (20) 

Step 6  更新余量：
1

g
g i ii

x
=

= −∑SR S h ，该

余量与 gH 中的原子均保持正交(证明见附录 B)； 

Step 7  令 1g g← + ，若g G≤ ，重复 Step 1
到 Step 7；若 g G> ，停止迭代。 

经过G 次迭代后，信号S 被分解为如下表达式： 

1

G

i i g
i

x
=

= +∑ SS h R             (21) 

ix 即为各分量 ih 的系数。 

当 A 1N = 时，上述算法退化为 BNC 空间中的常

规 OMP 算法。 

从原子集中原子的构造方法可以看出，每个原

子由幅度与相位两部分构成，在 PRF 低于微多普勒

信号奈奎斯特采样频率时，尽管微多普勒信号和原

子的相位均会产生卷绕，但幅度信息并不受欠采样

的影响，因此该算法在理论上适用于欠采样条件下

的微多普勒信号分析与特征提取。但由于距离分辨

率的限制，当距离-慢时间平面上的余弦曲线振幅r

小于距离分辨单元时，原子幅度中的 2 维 sinc 函数

基本不随 mt 的变化而变化，从而失去了在欠采样条

件下准确提取微多普勒信号特征的能力。不过，当r

小于距离分辨单元时，微多普勒信号谱宽较小，如

雷达发射信号载频为 10 GHz、带宽 500 MHz、微

动点旋转频率为 4 Hz、r 为 0.1 m 时，微多普勒谱

宽大约为 335 Hz，一般雷达的 PRF 都可以满足过

采样要求。 

由于在构造原子集时采用了 5 个变量，这将导

致原子集里的原子数量很大。当目标主体为平稳运 
 

动时，目标主体相对雷达转动引起的多普勒频移可

以被估计[19]，因此变量( ), , , ,d r fΩ θ 中 f̂ 的取值基本

可以确定，从而将 5 个变量减为 4 个变量，达到降

低运算量的目的。 

4  仿真验证与性能分析 

4.1 算法有效性验证 

仿真参数设置如下：雷达位于坐标原点，发射

信号载频为 10 GHz，脉宽 p 4 sT = μ ，带宽为 500 

MHz，距离分辨率为 0.3 m。脉冲重复频率

PRF=1000 Hz。目标参考点的初始坐标为(30 km, 0 

km, 0 km)，目标运动速度向量为 [ ]T0 300 0 m/s ，

目标由 3 个旋转散射点构成，当以参考点坐标作为

目标本地坐标系的原点时，旋转中心在本地坐标系

中的坐标为(5 m, 5 m, 5 m)，旋转角速度向量为

[ ]T0 0 2 rad/sπ=ω ，角速度大小 2  rad/sΩ π= ，旋

转半径为 2.8284 m。计算可得微多普勒谱的带宽大

约为 2369.6 Hz，可见脉冲重复频率低于奈奎斯特采

样率。图 3(a)给出了目标回波的距离-慢时间像，由

于微动散射点的越距离单元走动，图中可以清晰看

到 3 条余弦曲线。 

采用本节所提算法提取目标回波距离-慢时间

像上的微多普勒信号，设最大迭代次数 7G = ，得

到结果如表 1 所示。从表中数据可以看出，随着迭

代次数的增加，分解得到的信号能量逐渐降低。该

算法成功提取出了3个散射点对应的微动特征，d 的

取值为 5.0 m, r 的取值位于 2.7 m 和 3.0 m 之间，

( )2Ω π 的取值为 1.0 Hz，均与理论值接近。除了第

7 组参数外， f 的取值均为 0.05 Hz，也与理论值接

近。将表 1 中的信号分解结果重新组合成一个新的

距离-慢时间像如图 3(b)所示，可见与图 3(a)所示的

原始距离-慢时间像十分吻合。这验证了所提算法的

有效性。 

        图 3 算法有效性验证 
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表 1 目标回波的复图像 OMP 分解结果 

迭代 
次数 

d  
(m) 

r  
(m) 

( )2Ω π  

(Hz) 
θ  

(rad) 
f  

(Hz) 
系数 x

1 5.0 2.8 1.0 0.8 0.05 1067.1 

2 5.0 2.9 1.0 2.9 0.05  905.0 

3 5.0 2.7 1.0 4.9 0.05  866.5 

4 5.0 2.8 1.0 2.8 0.05  579.4 

5 5.0 2.9 1.0 0.8 0.05  480.1 

6 5.0 3.0 1.0 4.9 0.05  399.8 

7 5.0 2.7 1.0 0.7 -0.05  107.3 

4.2 鲁棒性分析 
设雷达位于坐标原点，发射信号载频为 10 

GHz，脉宽 4 spT = μ ，带宽为 500 MHz，距离分辨

率为 0.3 m。脉冲重复频率 PRF=1000 Hz。目标中

心在雷达坐标系中的初始位置为(300, 0, 0) km，目

标运动速度为 [ ]T0 7800 0 m/s。设目标由 3 个旋转散

射点构成，旋转中心为目标中心，旋转角速度向量

为 [ ]T0 0 2 rad/sπ=ω ，角速度大小 2  rad/sΩ π= ，

旋转半径为 2.8284 m。取目标中心为参考点。回波

中加入高斯白噪声。 

 

图 4(a)给出了 SNR=− 10 dB 时的目标回波距

离-慢时间像，图 4(b)给出了当设最大迭代次数

7G = 时，利用本节所提算法提取到的微多普勒信

号分量重构出的距离-慢时间像，可见算法准确地提

取到了 3 个散射点对应的微动特征，其具体参数见

表 2。 

表 2  -10SNR dB= 时目标回波的复图像 OMP 分解结果 

迭代 
次数

d  
(m)

r  
(m)

( )2Ω π  

(Hz) 
θ  

(rad)  
f  

(Hz)
系数

x 
1 0 2.6 1.0 2.9 0 625.3 

2 0 2.9 1.0 2.9 0 542.7 

3 0 2.9 1.0 0.8 0 504.1 

4 0 2.9 1.0 0.7 0 467.6 

5 0 2.8 1.1 5.2 0 433.2 

6 0 2.8 1.0 5.3 0 366.2 

7 0 2.8 1.0 2.9 0 312.3 

图 5(a)给出了 SNR= 15 dB − 时的目标回波距

离-慢时间谱图，图 5(b)给出了利用本节所提算法提

取到的微多普勒信号分量重构出的距离-慢时间谱 

 

图 4  鲁棒性分析( SNR 10 dB = − ) 

图 5 鲁棒性分析( SNR 15 dB = − ) 
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图，其具体参数见表 3。由于噪声功率较高，算法

除了提取到了 3 个散射点对应的微多普勒信号分量

外，同时还提取到了由噪声引起的虚假微多普勒信

号分量。同时可以看出，信号能量系数随着迭代次

数的增加出现了起伏，这是由于噪声的存在导致的，

但残余信号能量总体趋势还是减小的。 

表 3  -15SNR dB= 时目标回波的复图像 OMP 分解结果 

迭代 

次数 
d  

(m) 
r  

(m) 
( )2Ω π  

(Hz) 
θ  

(rad) 
f  

(Hz) 
系数 x

1 0 3.0 1.0 0.8 0 698.8 

2 0 2.9 0.8 3.5 0 641.8 

3 0 2.3 0.8 2.4 0 739.9 

4 0 2.9 1.1 0.9 0 736.9 

5 0 3.0 1.0 5.0 0 641.3 

6 0 2.4 1.0 1.7 0 668.7 

7 0 2.9 1.0 0.8 0 578.9 

当信噪比进一步降低到− 20 dB 时，复图像OMP
算法已经无法提取到回波信号的微多普勒特征。 

以上仿真表明，该算法具有较为良好的抗噪性能。 

5  结束语 

本文提出了一种基于复图像 OMP 分解的宽带

雷达微动特征提取新方法。在推导微动目标宽带信

号回波表达式的基础上，利用目标回波距离-慢时间

像的幅度和相位信息，将向量空间的 OMP 算法拓

展到复图像空间，实现了距离-慢时间平面上旋转目

标微动特征的提取。该方法不仅能够提取微动散射

点发生越距离单元走动条件下的微动特征，并且可

以实现欠采样条件下的微动特征提取。仿真实验表

明该方法具有良好的鲁棒性。尽管本文是以线性调

频信号为例来推导算法的实施过程，但对于其他形

式的宽带雷达信号如非线性调频信号、相位编码信

号等，也可以采取类似的思想建立原子集以实现信

号的分解。需要说明的是，由于在构造原子集时涉

及的变量较多，因此原子集中原子数量通常很大，

这使得算法的计算量较大。但随着硬件计算速度的

不断增加和并行运算技术的发展，有望在将来实现

算法的实时处理。 

附录 A 

S 可进一步表示为 

B

B

A A A B

1,1 1,2 1,

2,1 2,2 2,

,1 ,2 ,

N

N

N N N N

s s s
s s s

s s s

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

S  

将S 中的元素按如下方式排成一列，得到长度为

A BN N× 的向量： 

B B

A A A B

1,1 1,2 1, 2,1 2,2 2,

T

,1 ,2 ,

, , , , , , , , ,

, ,

N N

N N N N

s s s s s s

        s s s

⎡′ = ⎢⎣

⎤⎥⎦

s
 

同样地， ih 也可表示为 

B

B

A A A B

1,1 1,2 1,

2,1 2,2 2,

,1 ,2 ,

i i i N

i i i N

i

iN iN iN N

h h h

h h h

h h h

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

h  

将 ih 中的元素按如下方式排成一列，得到长度为

A BN N× 的向量： 

B B

A A A B

1,1 1,2 1, 2,1 2,2 2,

T

,1 ,2 ,

, , , , , , , , ,

, ,

i i i i N i i i N

iN iN iN N

h h h h h h

         h h h

⎡′ = ⎢⎣

⎤⎥⎦

h
 

并令 1 2, , ,g g
⎡ ⎤′ ′ ′ ′= ⎣ ⎦H h h h 。因此Step 5中的最优化问题

等价为如下问题： 
2

2
argmin g′ ′= −xx s H x  

根据最小二乘法，可得 

( ) 1H H
g g g

−
′ ′ ′ ′=x H H H s  

其中 
HH

1 2 1 2

 H  H  H
1 1 1 2 1

 H  H  H
2 1 2 2 2

 H  H  H
1 2

1 1 2 1 1

1 2 2 2 2

1 2

, , , , , ,

, , ,

, , ,

, , ,

g g g g

g

g

g g g g

g

g

g g g g

⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤′ ′ ′ ′ ′ ′⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥′ ′ ′ ′ ′ ′
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥′ ′ ′ ′ ′ ′⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡

=

⎣

H H h h h h h h

h h h h h h

h h h h h h

h h h h h h

h h h h h h

h h h h h h

h h h h h h

⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎦

   

THH  H  H  H
1 2 1 2

T

1 2

, , , , , ,

, , , , , ,

g g g

g         

⎡ ⎤⎡ ⎤′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= = ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦

H s h h h s h s h s h s

S h S h S h
 

因此有 
1

1 1 2 1 1 1

21 2 2 2 2

1 2

, , , ,

,, , ,

,, , ,

g

g

gg g g g

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

h h h h h h S h

S hh h h h h h
x

S hh h h h h h
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附录 B 

要证明余量
1

g
g i ii

x
=

= −∑SR S h 与 gH 中的原

子均保持正交，即证明： 

1

, 0
g

i i i
i

x
=

− =∑S h h , 1,2, ,i g=  

上式等价于 

, 0g i′ ′ ′− =s H x h , 1,2, ,i g=  

由 ( ) 1H H
g g g

−
′ ′ ′ ′=x H H H s ，可以得到 

( )

( )

( )

H

H1H H

H1H H H H 0

g g

g g g g g

g g g g g g

    

    

−

−

′ ′ ′−

⎡ ⎤′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= −⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= − =⎢ ⎥⎣ ⎦

s H x H

s H H H H s H

s H s H H H H H

 

由于 1 2, , ,g g
⎡ ⎤′ ′ ′ ′= ⎣ ⎦H h h h ，因此有 

( )
*H

, 0g i g i
⎡ ⎤′ ′ ′ ′ ′ ′− = − =⎢ ⎥⎣ ⎦

s H x h s H x h  
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