
 

面向区域覆盖的多模态OAM投影聚焦最小二乘成像算法
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摘要：基于稀疏恢复模型的多模态OAM成像属于计算成像的范畴，目标重构可建模为一个由成像方程表征的线

性逆问题。使用最小二乘法进行求解时，噪声扰动会对目标重构结果带来明显的不利影响，且由于成像方程往往

欠定而存在多解，最小二乘法只追求数据拟合度，目标重构结果与真实情况相差较大。考虑到噪声带来的求解误

差与参考矩阵的奇异值成反比，该文首先提出了一种基于阵元落差排布的阵列设计方法，相比于传统的均匀圆形

阵列设计能增加阵元数量，降低参考矩阵列向量的相关性，减少了小奇异值的数量。在此基础上，提出了基于子

空间投影算法的区域聚焦最小二乘算法，通过基本相关法确定目标区域后，将回波向量投影至目标区域线性子空

间，在聚焦目标区域将欠定成像方程变成超定成像方程的同时，借助噪声与目标区域线性子空间的低相关性有效

降低了噪声功率。最后，利用模拟实验的方法对所提算法进行了验证。
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Abstract: Multimodal orbital angular momentum imaging, which uses sparse recovery models, is a form of

computational imaging where target reconstruction can be formulated as a linear inverse problem defined by an

imaging equation. However, solving this problem using the least squares method can lead to substantial

degradation in reconstruction quality, even with minor noise perturbations. Moreover, because the imaging

equation is often underdetermined and has multiple solutions, the least squares method, which prioritizes data

fitting accuracy, frequently produces results that deviate considerably from the actual target. Given that

solution errors caused by noise are inversely proportional to the singular values of the reference matrix, this

study first introduces an array design method that uses nonuniform element placement. This method, when
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compared to traditional uniform circular array designs, increases the number of array elements, reduces the

correlation among the column vectors of the reference matrix, and decreases the number of small singular

values. On this basis, a regional focusing least squares algorithm based on subspace projection is proposed. This

algorithm first uses a basic correlation method to identify the target region. The echo vector is then projected

onto the linear subspace of this target region. This projection transforms the underdetermined imaging equation

into an overdetermined one within the focused target region. Concurrently, it effectively reduces noise power by

exploiting the low correlation between noise and the target region’s linear subspace. The proposed algorithm’s

effectiveness is subsequently validated through simulation experiments.

Key words: Orbital Angular Momentum (OAM); Multimodal OAM correlation imaging; Circular array; Least

squares; Subspace projection

 1    引言

雷达成像技术具有全天候、全天时工作的优

点，在各领域都有重要应用。典型雷达成像技术如

实孔径雷达成像、合成孔径雷达(Synthetic Aper-
ture Radar, SAR)成像都有自身的局限。实孔径雷

达分辨率严格受限于天线孔径[1]，大尺寸阵列在工

程实现上存在较大难度；SAR成像严重依赖雷达、

目标之间的相对运动[2−4]，目标非合作或位于雷达

前视区域时成像困难。光学关联成像为实现微波频

段高分辨率凝视成像提供了一种新思路[5]。经过波

前调制使得辐射场在时空域具有随机波动特性[6−9]，

相当于对探测区域进行了差异化编码，通过关联处

理或稀疏恢复等方式提取回波中的空间编码信息完

成目标重构。

携带轨道角动量(Orbital Angular Momentum,
OAM)的电磁波波前相位为螺旋状，被称为涡旋电

磁波。涡旋电磁波波前在空间差异化分布，相当于

对探测区域进行了差异化编码，且理论上涡旋电磁

波具有无穷多种模态且各模态间相互正交。涡旋电

磁波可视作频率和极化之外的信号调制维度，能够

突破衍射极限实现雷达超分辨率成像[10−17]，在雷达

探测领域有着巨大的应用前景。根据利用涡旋电磁

波的不同性质，涡旋电磁波成像算法主要分为空间

谱估计算法和稀疏恢复算法两大类。谱估计算法利

用方位角与涡旋电磁波OAM态的近似对偶关系，

包括快速傅里叶变换[18−20]、多信号分类(Multiple
SIgnal Classification, MUSIC)[21,22]、旋转不变性

估计信号参数(Estimation of Signal Parameters
via Rotational Invariance Techniques, ESPRIT)算
法[23]。稀疏恢复算法利用不同模态OAM 涡旋电磁

波之间相互正交的性质，相比谱估计算法具有更高

的分辨率[24,25]，如最小二乘(Least Squares, LS)算
法[26]、稀疏贝叶斯学习(Sparse Bayesian Learning,
SBL)算法[24]、正交匹配追踪(Orthogonal Match-
ing Pursuit, OMP)[27,28]。

上述针对多模态OAM波束超分辨成像提出的

稀疏恢复算法均存在自身限制，稀疏贝叶斯学习算

法和正交匹配追踪算法均涉及复杂的迭代过程，计

算开销大、实时性较差；而最小二乘算法通过求解

一次线性方程组即可完成目标重构，在对实时性要

求高时的成像场景具有较高的应用价值。但最小二

乘算法对噪声敏感且由于成像方程欠定而存在多

解，而最小二乘法的优化目标只追求拟合程度，目

标重构结果常与真实情况误差较大。为了解决最小

二乘算法对噪声敏感且目标重构结果与真实值相差

较大的问题，本文从天线设计优化及算法改进两个

方面提出了一种面向区域覆盖的多模态OAM投影

聚焦最小二乘成像算法。提出了一种基于阵元落差

排布的阵列设计方法，在口径确定的情况下相比传

统的均匀圆形阵列使得阵元分布更紧凑，能降低参

考矩阵列向量的相关性，减少小奇异值的数量，从

而降低噪声带来的不利影响。在天线设计的基础

上，本文提出了基于子空间投影算法改进的区域聚

焦最小二乘算法，通过基本相关法获取成像区域的

先验信息，利用子空间投影方法聚焦目标回波区

域，将欠定成像方程变成超定成像方程，从而减小

目标重构误差，同时利用噪声与目标区域线性子空

间的低相关性，投影后有效降低噪声功率。

 2    OAM波束的产生及幅相特征分析

 2.1  l模态OAM波束的幅相特征

N

R

n

rn (R cosφn, R sinφn, 0) φn

n n

J (rn) = W exp (jlφn) W l = 0,

1, 2, ...

exp (jlφn) l

l

如图1所示，考虑一个包含 个阵元，半径

为 的圆形阵列。为了便于理论分析，将每个阵

元视为各向同性的理想点源，第 个阵元的位置

矢量为 ，直角坐标为 ，

是第 个阵元的方位角，第 个阵元的激励电流为

， 为 电 流 密 度 ，

代表OAM波束的拓扑荷数。通过调控阵元激

励相位 中的参数 ，产生携带特定轨道角

动量(OAM)的 模态波束。
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经过理论推导得到圆形阵列的远区电场分布为

E(l; θ;φ) = C(r)

N−1∑
n=0

exp [jkR sin θ cos(φ− φn)

· exp(jlφn)] (1)

C(r) = jωµ0W exp(−jkr)/r k

N → ∞ φn [0, 2π]
C(r)

其中， ， 为波数。在

理想情况下，阵元数量 时，即 在

上连续变化，忽略复常量 ，将圆形阵列的远区

电场重新表达为

EI(l; θ;φ) = NjlBl(kR sin θ) exp(jlφ) (2)

Bn(x) =
1

2π

∫ π

−π
exp[j(x sinφ− nφ)]dφ

其中，贝塞尔函数的标准定义

。将式(2)表示的在理想情况

下圆形阵列产生的电磁波称为l模态OAM波束，利

用圆形阵列产生多模OAM波束的Matlab仿真结果

如图2、图3所示。

l

l l

φ

2π 1/l

模态OAM波束的幅值只和俯仰角有关，以俯

仰角为自变量，幅值变化满足 阶贝塞尔函数； 模

态OAM波束的相位，相位随方位角 连续变化，

相位变化每变化 需要 圈。

 2.2  阵元数量有限时的模态混叠现象

exp(jx cosψ)

在工程实际中，阵元离散分布且数量有限，有

必要对阵元数量有限时圆形阵列产生OAM波束的

情形进行理论分析。已知形如 函数的

傅里叶级数展开式与贝塞尔函数存在对应关系：

exp(jx cosψ) =
∞∑

m=−∞
jmBm(x) exp(jmψ) (3)

φn = 2πn/N
将式(3)代入式(1)中，圆形阵列的阵元等角度

间隔排布，即 条件下，忽略复常量，经

过推导将均匀圆形阵列的远区电场分布重新表达为

EF(l; θ;φ) = N

∞∑
q=−∞

jI+qNBl+qN (kR sin θ)

· exp[j(I + qN)φ] (4)

 

X

Y

Z

j

q

r

rn

 
图 1 基于圆形阵列产生OAM波束的场景示意图

Fig. 1 Schematic diagram of the scenario for generating

OAM beams based on a circular array
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图 2 不同模态OAM波束的电场幅值空间分布

Fig. 2 Spatial distribution of electric field amplitude for OAM beams with different modes
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图 3 不同模态OAM波束的电场相位空间分布

Fig. 3 Spatial distribution of electric field phase for OAM beams with different modes
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l l ± qN

从式(4)可以看出阵元数量有限时，圆形阵列

产生 模态OAM波束会不可避免的同时产生

模态OAM波束，称之为模态混叠现象，如图4所
示，其中阵元数量为10，阵列口径为25 mm。

l

Bl(kR sin θ) l

l l ± qN

在产生OAM波束时需要尽量避免模态混叠。

已知贝塞尔函数具有高阶衰减性质，对于 阶贝塞

尔函数 ，阶数 足够大时，幅度衰减严

重，如图5所示。因此可以通过增加阵元数量的方

式来降低在产生 模态OAM波束时 模态OAM
波束的模态混叠，如图6所示。

k

R

[0, L]

l ± qN l

[0, L] l

EF (l; θ;φ)

EI(l; θ;φ)

观察图5、图6可见：(1)在波数 和圆形阵列口

径 确定后，由于高阶贝塞尔函数幅度衰减严重，

因此基于单圈圆形阵列产生的OAM波束可用模态

范围 是有限的。(2)阵元增加到一定数量时，

模态OAM波束对 模态OAM波束的混叠现

象基本消失。此时在 模态范围内， 模态

OAM波束的远区电场分布 可用阵元无限

时远区电场分布 替代，以便于后续的理论

分析。

 3    多模态OAM的关联成像技术

 3.1  多模OAM方位维关联成像

如图7所示，在方位维成像区域上等角度划分

网格，成像区域的一个网格对应于目标重构的一个

像素点。

l ∈ [1, L]

L = 20

EI(l; θ;φ)

SR(l;φ)

分时发射 模态范围内的OAM波束进行

多次探测，此处 ，不同方位角探测信号

在相位分布上存在差异，如图8(a)所示，

该差异使得来自不同方位的回波信号 相关

性低，具有良好的自相关区域聚焦特征，如图8(b)
所示。

SR(l;φ)计算回波信号 相关性的公式：

F (φ1, φ2) =

∣∣∣∣∣
L∑

l=1

S (l;φ1) · S∗ (l;φ2)

∣∣∣∣∣ (5)

S(l;φ) = EI(l; θ;φ) · exp(−j2kr)/r
SR(l;φ) = σφ · S(l;φ)

σφ φ

其中 定义为参考

信号，与回波信号存在关系： ，

为位于方位角 处网格中散射点的散射系数。参
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图 4 阵元数量有限时，UCA产生OAM波束的模态混叠现象

Fig. 4 Mode aliasing phenomenon of OAM beams generated by a

UCAwhen the number of array elements is limited
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图 5 贝塞尔函数的高阶衰减性质

Fig. 5 High-order attenuation property of the Bessel function
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图 6 模态混叠现象随阵元数量增加时的变化

Fig. 6 Variation of the mode aliasing phenomenon with an increasing number of array elements
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S(l;φ)

S

SR(l;φ)

考信号 可通过计算或事先测量的方式获取，

储存在参考矩阵 中，不同方位处的回波信号

的相关性等价于参考矩阵列向量的相关性。

S =


S(1;φ1) S(1;φ2) ... S(1;φQ)
S(2;φ1) S(2;φ2) ... S(2;φQ)

. . .
. . .

...
. . .

S(L;φ1) S(L;φ2) ... S(L;φQ)

 (6)

SR(l;φ)

exp(−j2kr)/r

将式(2)代入式(5)中，对表示不同网格处的回

波信号 相关性的解析式作进一步推导，

与角度无关可视为常量，为了简化分

析可去除。

F (φ1, φ2) =

∣∣∣∣∣
L∑

l=1

EI(l; θ;φ1) · E∗
I (l; θ;φ2)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
L∑

l=1

[Bl(kR sin θ0)]2 · exp(−jl∆φ)

∣∣∣∣∣ (7)

Bl(·) ∆φ =

φ1 − φ2 Q

SR(l) SR(l) φ0

其中， 为贝塞尔函数的标准积分定义，

。接收到来自 个方向叠加的回波信号

时，将回波信号 与方位角 处网格对应

S (l;φ0)

φ0

的参考信号 作相关处理来进行目标重构。

方位角为 处的成像网格，其重构幅值可计算为：

I (φ0) =

∣∣∣∣∣
L∑

l=1

SR (l) · S∗ (l;φ0)

∣∣∣∣∣ ,
其中SR (l) =

Q∑
i=1

SR (l;φi) (8)

SR (l;φ)

重复上述操作逐一获取成像区域不同网格的重

构幅值，完成目标重构。从式(5)、式(8)可以看

出，利用关联成像方法进行目标重构时，不同方位

处的回波信号 的相关性(参考矩阵列向量的

相关性)是影响成像性能的关键因素。

 3.2  阵元数量对关联成像性能的影响

l ± qN

l ∈ [1, 20]

由2.2节可知，在工程实际中圆形阵列的阵元

数量有限，产生l模态OAM波束时存在 模态

OAM波束的模态混叠。对阵元数量不同的情况下

利用多模态OAM波束进行探测时，参考矩阵列向

量的相关性进行仿真，分析模态混叠对于基于多模

态OAM波束的关联成像性能的影响。阵列口径为

25 mm，OAM波束模态范围为 。

从图9可以观察到，阵元数量越多，不同方位

回波信号的自相关区域聚焦特征越好，互相关性越

弱，即基于多模OAM波束的关联成像方法的成像

性能越好。

 3.3  圆形阵列阵元的落差排布设计

为了保证基于多模态OAM波束的关联成像性

能，在利用圆形阵列产生OAM波束时需要保证一

定的阵元数量。在阵列口径确定的情况下，阵元本

身尺寸限制了能摆放的阵元数量，以圆形阵列口径

为25 mm、半波长阵元为例，在传统的等角度间隔

排布方式下只能放置30个阵元。由3.2节可知，阵
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Z
方位维成像区域

r→ q0

j0

 
图 7 多模OAM空间关联成像场景

Fig. 7 Scenario of multi-mode OAM spatial correlation imaging.
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图 8 多模OAM波束探测信号相位随方位角变化特性及不同方位回波信号相关处理结果

Fig. 8 Phase variation characteristics of the multi-mode OAM beam probing signal with azimuth angle and the correlation processing

results of echo signals from different azimuth directions
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元数量为30时参考矩阵列向量的相关性较强，不利

于基于多模OAM波束的关联成像。此时可以通过

合理的阵列设计来增加阵元数量来降低参考矩阵列

向量的相关性，从而提升基于多模OAM波束的关

联成像性能。

本文提出一种圆形阵列阵元的落差排布形式，

优化得到的圆形阵列阵元数量可上升至40，在HFSS
中进行建模，阵列构型如图10所示，进行全波仿

真，产生多模OAM波束的远区电场部分仿真结果

如图11、图12所示。

EI (l; θ;φ) = NjlBl (kR sin θ) exp (jlφ)

经过落差排布设计后，阵列不再是严格意义上

的圆形，有必要对其产生OAM波束的模态纯度进

行分析， 为 l

模态OAM波束的电场解析式，对基于落差排布阵

列产生的不同模态OAM波束的HFSS全波仿真数据

l ∈ [1, 20]

进行谱分析获取其模态纯度。经过谱分析发现模态

范围内的OAM波束模态纯度均可达到

90%以上，部分谱分析结果如图13所示，可以看到

落差排布圆形阵列产生的OAM波束纯度较高。

为了进一步探究其对于后续成像的影响，将
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图 9 阵元数量不同时，多模态OAM波束探测时不同方位回波信号相关处理结果

Fig. 9 Correlation processing results of echo signals from different azimuth directions for multi-mode OAM beam probing

with different numbers of array elements.

 

X Y

Z

X Y

Z

0 10 20 mm
 

图 10 阵元落差排布的圆形阵列

Fig. 10 Circular array with staggered element arrangement.
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图 11 不同模态OAM波束的电场幅值空间分布

Fig. 11 Spatial distribution of electric field amplitude for OAM beams with different modes
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图 12 不同模态OAM波束的电场相位空间分布

Fig. 12 Spatial distribution of electric field phase for OAM beams with different modes.

6 雷达学报(中英文) 第 1 5卷



l ∈ [1, 20]

HFSS全波仿真数据用于多模OAM方位维关联成

像。阵列口径为25 mm，仿真频率为90GHz，阵元

尺寸为半波长，OAM波束模态范围 。对

阵列为传统等角度间隔排布形式(阵元数量为30)、
落差排布形式(阵元数量为40)分别进行仿真并与理

想情况进行对比，仿真结果如图14所示。

从图14可以看出，当阵元数量为30时，在方位

维关联成像结果主瓣外存在异常峰值，这是模态混

叠使得参考矩阵列向量相关性高导致的；当圆形阵

列采用落差排布形式将阵元数量提升至40后，由于

模态混叠现象基本消失，降低了参考矩阵列向量相

关性，关联成像结果与理想情况基本一致。

 4    基于子空间投影算法的区域聚焦最小二
乘算法

[φ1 φ2
... φN ]

s (φ1)、s (φ2)、...、s (φN )

S = [s (φ1) s (φ2) ... s (φN )]

se S

σ = [σ1 σ2 ... σN ]
T

如图15所示，在基于多模OAM波束的方位维

成 像 场 景 中 ， 对 成 像 区 域 均 匀 网 格 量 化

，通过事先测量的方式获取各网格

中心对应的参考信号 ，

参考矩阵 。目标回波

向量 与参考矩阵 存在如下关系，其中系数向量

的元素为位于成像区域各网格

中心散射点的待求散射系数。

se = Sσ + n (9)

se S

n

σ

其中， 为目标回波向量，参考矩阵 为先验信息，

为噪声向量，对线性方程组进行求解得到散射

系数向量 ，完成基于多模OAM波束的图像重构。

 4.1  稀疏恢复算法

目标重构被建模为一个由成像方程表征的线性

逆问题，稀疏恢复算法是求解该逆问题的一类经典

算法，如LS算法、OMP算法及SBL算法等。SBL
算法通过构建分层概率模型，在贝叶斯框架下最大

化边缘似然来自动学习超参数，从而获得稀疏解的

后验分布[29]；OMP算法则采用贪婪策略逐步选择

与残差最相关的字典原子，并通过正交投影更新已

选原子的最小二乘系数，迭代直到满足预设稀疏度

或残差阈值[30]。

SBL算法和OMP算法均涉及复杂的迭代过

程，每轮迭代都需要进行一次矩阵求逆运算；相比

于OMP算法及SBL算法，LS算法进行一次矩阵求

逆即可完成目标重构，具有计算简单、实时性高的

优点。本文的研究基于硬件资源有限且对实时性要

求高的实际需求选择最小二乘算法来进行目标重

构，通过最小化误差的平方和来寻找数据的最佳拟

合模型，针对目标重构过程中的矩阵求解问题，最

小二乘解可表示为
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图 13 基于落差排布圆形阵列产生OAM波束的谱分析结果

Fig. 13 Spectral analysis results of OAM beams generated by a circular array with staggered element arrangement
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图 14 阵元数量不同时，多模OAM的空间关联结果

Fig. 14 Spatial correlation results of multi-mode OAM

with different numbers of array elements
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图 15 超分辨成像场景

Fig. 15 Super-resolution imaging scenario
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σ̂ = argmin ||se − Sσ||2 (10)

||·|| l2

(·)+

其中， 代表向量或矩阵的 范数运算，根据最

小二乘法得到的估计量表达式如式(11)，其中，

表示求矩阵伪逆运算。

σ̂ = S+se (11)

S S = UΣV H S+ = V Σ+UH

σ̂ = V Σ+UHse

当矩阵满秩时，矩阵的伪逆即矩阵的逆。当矩

阵秩亏时，可利用奇异值分解求得矩阵伪逆，矩阵

的奇异值分解为 ，则 。

基于最小二乘的超分辨算法成像性能对噪声十分敏

感，微小的测量扰动也可能导致成像结果的严重恶

化。成像方程的最小二乘解为 ，则

噪声带来的求解误差为

σn =

r∑
k=1

uT
knvk

δk
(12)

uk vk U V

δk S S n

δk S

δi uT
i nvi/δi

1/δi

上式中， ,  分别代表 ,  的第k个列向

量， 为矩阵 的奇异值，r为矩阵 的秩， 为噪

声向量。奇异值 代表了矩阵 对空间的缩放能

力，当存在相关性较高的列向量时，则会出现较小

奇异值 ，该奇异值对应的噪声求解误差

被放大了 倍。

 4.2  子空间投影算法

最小二乘算法的优化目标只追求数据拟合程

度，在求解欠定成像方程组进行目标重构时，由于

最小二乘解并不唯一，存在目标重构结果常与真实

情况相差较大的问题。成像方程组欠定代表的物理

含义是成像区域离散化后的网格数量大于探测次

数，这种情况是非常常见的。对于目标区域在成像

区域占比很小的稀疏目标而言，可利用子空间投影

方法聚焦目标回波区域，将欠定成像方程组变成超

定成像方程组来解决上述问题。

se

se = σ1s (φ1) + σ2s (φ2) + ...+ σNs (φN ) + n

[φi φi+1
... φi+Q] Si = [s (φi)

s (φi+1) ... s (φi+Q)]

σi = [σi σi+1
... σi+Q]

T

se = Siσi + n

回波向量 是参考矩阵列向量的线性组合，系

数为成像区域各网格中心点的待求散射系数：

。当目

标 位 于 区 域 时 ，

为目标区域对应的参考矩

阵， 为目标区域的散射系

数向量，得到新的成像方程 。

se

S

Col (S) se Siσi n Siσi

Si Col (Si)

Si Col (Si) S Col (S)

从几何空间的角度分析，回波向量 位于成像

区域对应参考矩阵 的列向量张成的列空间

里。 由 和 两部分组成，其中 位

于由目标区域对应参考矩阵 的列空间 里，

列空间 是 列空间 的子空间；噪

声具有随机性，与目标回波向量近似正交，因此噪

n Col (Si)声向量 与 近似正交。为了便于理解，我

们考虑一个简单的3维空间例子如图16所示。

P

Si Col (Si)

Pse = Siσi + Pn n Col (Si)

||Pn||2

定义投影矩阵 ，其作用是将任意向量投影到

目标区域对应参考矩阵 的列空间 里，则

，由于噪声向量 与 近似

正交，因此 非常小。通过投影操作，能够对

噪声进行抑制，提升了基于最小二乘的超分辨算法

的鲁棒性。

Si

Ur se

Col (Si) Col (Ur)

对目标区域对应参考矩阵 (秩为r)进行奇异

值分解(Singular Value Decomposition,SVD)获得

列空间一组完备正交基 ，回波向量 投影到列

空间 完全等价投影到列空间 。

Si =
[
Ur U0

] [D 0
0 0

] [
V H
r

V H
0

]
(13)

p ∈ Col (Si) se

Si p Ur

p = Urx x se − p

Col (Ur)

定义投影向量 ，是回波向量 在目

标区域对应参考矩阵 上的投影， 可表示成 列

向量的线性组合 ， 是系数向量。 一

定与 正交：

UH
r (se −Urx) = 0 (14)

x =
(
UH

r Ur

)−1
UH

r se p =

Ur

(
UH

r Ur

)−1
UH

r se

求解式(14)可得 ，则

，得到投影矩阵的表达式：

P = Ur

(
UH

r Ur

)−1
UH

r = UrU
H
r (15)

 4.3  小结

由4.1节可知，最小二乘算法对噪声敏感，本

文提出的阵元落差排布的阵列设计方法，在口径确

定的情况下相比传统的均匀圆形阵列使得阵元分布

更紧凑，能降低参考矩阵列向量的相关性，减少小

奇异值的数量，能有效降低噪声带来的不利影响。

针对最小二乘算法在求解欠定成像方程组进行目标

重构时存在目标重构结果常与真实情况相差较大的

问题，根据基本相关法(3.1节多模态OAM的关联成

 

n se

sisisis(ji)

si+1s(ji+1)

 
图 16 回波向量、噪声向量与参考矩阵列空间的几何空间

关系示意图

Fig. 16 Schematic diagram of the geometric spatial relationship

among the echo vector, the noise vector, and the column

space of the reference matrix
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像技术)成像结果确定目标的大致区域，利用子空

间投影方法聚焦目标区域，将欠定成像方程组变成

超定成像方程组后求最小二乘解。同时由于噪声与

目标区域线性子空间的低相关性，投影后能少量降

低噪声功率。综上所述，基于子空间投影算法的区

域聚焦最小二乘(Region-Focused Least Squares
Algorithm Based on Subspace Projection,SPLS)算
法如算法1所示。

基于投影算法改进的区域聚焦最小二乘算法相

比原始最小二乘只是增加了向量内积及矩阵SVD分
解的步骤，仍然只需要一次矩阵求逆即可完成目

标重构。矩阵求逆是影响算法复杂度的主要因素，

表1展示了OMP算法、SBL算法、SPLS算法的复

杂度对比情况，可以看到所提算法与OMP算法、

SBL算法相比仍然具有计算简单、实时性高的优

点。其中N为成像区域网格量化后网格数量，K为

OMP算法的目标稀疏度估计值，T为SBL算法的最

大迭代次数。

S M ×N

se M − 1 Si M ×K

对SPLS算法的计算复杂度，根据实现顺序分

阶段进行分析。参考矩阵 维度为 ，目标回

波 维度为 ，目标子空间 维度为 。

SH [ : , t] · se
M − 1

(2M − 1)N

基本相关法，计算 内积并取模，每

次内积需要计算M次乘法和 次加法，N次循

环的计算量为 flops。

Si

根据基本相关法的成像结果估计目标子空间

，此步骤仅涉及索引操作，计算量可忽略。

Si

4MK2 + 8K

对目标子空间 进行SVD分解，计算量取决于

实现方式，通常为 flops。
se Si s̃e =

Ur

(
UH

r se
)

2K

2 (2M − 1)K

回波向量 投影到目标子空间 ：

，相当于做了 次内积，总的计算量为

flops。

Si

Si=UΣV H σLS=V
[
Σ−1

(
UHs̃e

)]
2MK + 2K2 −K

计算最小二乘解，目标子空间 的SVD分解结

果为 ，最小二乘解 ，

计算量为 flops。
2MN + 4MK2 + 6MK

−N+8K3+2K2 − 3K K ≪ N

O
(
MN +MK2 +K3

)
综上所述，总的计算量为

flops，由于目标稀疏( )，
计算复杂度近似为 。

 5    实验验证

fc = 94 GHz

N = 40

l ∈ [1, 20]

为了验证区域聚焦最小二乘算法性能，进行仿

真实验，实验场景如图10所示，仿真参数设置如

下：载频 ，圆形阵列口径为25 mm，

阵元采用落差排布形式，阵元数量 ，探测

所用的OAM波束模态 。参考信号为落差

排布圆形阵列在HFSS中的全波仿真数据。

55◦ φ1 = 100◦ φ2 = 110◦在俯仰角为 ，方位角 , 
设置了两个点目标，在进行方位维探测时，首先利

用基本相关法对成像区域进行粗略成像，确定目标

的大致区域，基本相关法成像结果如图17所示，可

以看出由于点目标间隔小于基本相关法成像结果的

3 dB波束宽度，无法进行分辨。

多模OAM超分辨成像是一个由成像方程组表

征的线性逆问题求解，LS算法、OMP算法及

SBL算法的超分辨目标重构结果如图18所示。直接

对整个成像区域进行成像，由于成像区域网格数量

远大于探测可用的OAM波束模态数，成像方程组

欠定，导致LS算法的目标重构结果因数据过拟合

而重构效果差。

S

S

Si Si P se

Pse

Pse ≈ Siσi

σi

参考矩阵 为先验信息(通过HFSS进行全波仿

真得到)，根据基本相关法的成像结果，从成像区

域对应参考矩阵 里提取目标区域对应参考矩阵

，计算 的投影矩阵 。将回波向量 投影至目

标区域线性子空间聚焦目标区域 ，构建目标区

域线性子空间的成像方程 ，求解成像方

程可获取目标区域散射系数向量 ，完成目标重

构，目标重构结果如图19所示。

 

算法 1  SPLS算法伪代码

Alg. 1  Pseudocode of the SPLS algorithm

S se　输入：参考矩阵 、目标回波

σ̂　输出：目标散射系数的估计

　for t=1,2,…,N %基本相关法

σBC [t] =
∣∣sum (

SH [ : , t] · se
)∣∣　

　end

Si　根据基本相关法成像结果估计目标子空间

[Ur, , ] = SVD (Si)　  %SVD分解

P = UrUH
r　  %计算投影矩阵

s̃e = Pse　  %回波向量投影到目标子空间

σLS = pinv (Si) · s̃e　  %获取最小二乘解

σ̂ = σLS　返回：

表 1  SPLS算法、OMP算法、SBL算法复杂度对比

Tab. 1  Complexity comparison among the SPLS algorithm, the OMP algorithm, and the SBL algorithm

算法 矩阵求逆次数 矩阵求逆发生环节 单次求逆矩阵规模

SPLS算法 1 正规方程求解 N ×N

OMP算法 K 每轮迭代，在支撑集上求最小二乘解 t× t

SBL算法 T 每轮迭代，计算后验方差 N ×N

第 x期 熊文俊等：面向区域覆盖的多模态OAM投影聚焦最小二乘成像算法 9



观察信噪比为20 dB时的目标重构结果可以看

出，将回波向量投影至目标区域线性子空间，聚焦

目标区域，将成像方程组由欠定转换成超定，此时

目标重构效果良好，实现了超2倍分辨。投影操作

对噪声的抑制程度取决于噪声子空间和目标子空间

的正交程度，在本次仿真实验条件下获取1000次仿

真实验的统计结果，计算得到投影后的信噪比提升

约为8.1 dB。在信噪比为0 dB时目标重构效果变

差，这是因为虽然投影操作能对噪声起到一定的抑

制作用，但是无法改变最小二乘算法对噪声敏感的

特性，因此在信噪比较低时目标重构效果还是会不

理想。

φ ∆d ∆φ

fc = 94 GHz l ∈ [1, 20]

设置一组点目标如图20(a)所示，其中R为

500 m， 为110°， 为0.27 m， 为5°，基于

SPLS算法的目标重构结果如图20(b)所示。载频

，探测所用的OAM波束模态 ，

信噪比为20 dB，参考信号为落差排布圆形阵列在

HFSS中的全波仿真数据。
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图 17 相关法粗略成像结果

Fig. 17 Rough imaging result of the correlation method.
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图 18 对整个成像区域进行超分辨的目标重构结果

Fig. 18 Target reconstruction result of super-resolution over the entire imaging region.
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图 19 投影聚焦目标区域后，SPLS算法目标重构结果

Fig. 19 Target reconstruction result of the SPLS algorithm after projection focusing on the target region.
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 6    结语

基于稀疏恢复模型利用最小二乘算法进行

OAM成像目标重构时，为了解决最小二乘法对噪

声敏感且在求解欠定成像方程组时目标重构结果与

真实情况相差较大的问题，本文做了两方面的工

作：首先提出了阵元落差排布的圆形阵列设计方法

来提升阵元密度，降低参考矩阵列向量的相关性，

减少小奇异值的数量来降低噪声带来的不利影响，

从而增强了最小二乘算法的鲁棒性。其次，提出了

基于子空间投影算法的区域聚焦最小二乘成像算

法。通过基本相关法获取成像区域的先验信息确定

目标区域，将回波信号投影至目标区域线性子空间

来缩小成像范围，将欠定成像方程组转换为超定成

像方程组，有效降低了出现目标重构结果与真实情

况差异较大的情况，并通过噪声信号与目标区域线

性子空间低相关性对于噪声进行抑制。最后，通过

全波仿真方法对天线阵列设计结果进行了验证，并

将全波仿真数据应用于成像实验，模拟成像实验结

果表明所提方法可以将超分辨率倍数提升到2倍。
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