
 

互质层析SAR最少航过数量估计方法
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摘要：在层析SAR技术的实际应用中，航过数量通常受高昂成本等因素的限制。互质层析SAR技术通过稀疏分布

航过位置、延长基线孔径长度，可以降低所需的航过数量。当采用子空间方法开展互质层析SAR重构处理时，为

了获得可靠的层析图，研究最少航过数量估计问题。考虑到子空间方法的重构性能受多个参数的影响，因此航过

数量的选择必须综合考虑所有相关参数对重构结果的影响。为此，通过样本特征值分析方式建立子空间方法的可

靠性保证条件。根据这个可靠性保证条件，提出了一种估计最少航过数量的方法。与传统的最少航过数量估计方

法相比，所提方法的优势在于：同时考虑所有的相关参数，且具有解析的数学描述式。最后，仿真实验证实由所

提方法估算的航过数量确实接近最小，且能够保证重构结果可靠。
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Abstract: In the practical application of Tomographic Synthetic Aperture Radar (TomoSAR), the number of

acquisitions is usually restricted due to their expensive cost. A coprime TomoSAR technique was proposed to

reduce the required number of acquisitions by sparsely distributing acquisitions and elongating baseline

aperture. To guarantee a reliable tomogram, this study aims to determine the minimum number of acquisitions

for the coprime TomoSAR when adopting a subspace method for performing the tomographic reconstruction.

However, the performance of the subspace method depends on multiple parameters. In light of this, the

selection of acquisition times has to comprehensively weigh the effects of all these parameters on the

reconstruction performance. To this end, a prerequisite for reliable reconstruction is established by quantifying

the relationship between the sample eigenvalues and all related parameters. Compared with conventional

estimation approaches for the minimum number of acquisitions, the proposed approach has twofold advantages

of containing all related parameters and of having a closed-form expression. Finally, the simulation experiments

verify that the number of acquisitions estimated by our approach is close to the minimum and can guarantee

reconstruction reliability.
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1    引言

在对城市场景的观测应用中[1]，层析合成孔径

雷达技术(Tomographic Synthetic Aperture
Radar, TomoSAR)[2]具有巨大的应用价值。层析

SAR通过多次航过、以不同的波束视角观测同一场

景，能够获取被观测场景的三维图像。在层析SAR
的实际应用中，航过数量的选择是一个重要的考

量因素。因为航过数量的选择不仅取决于层析性能

指标，同时还要受到成本的制约。从节约成本方面

考虑，用户希望使用尽可能少的航过数量实现性能

指标。

为了减少航过数量，文献[3,4]提出了一种互质

层析SAR技术。互质层析SAR的基线(指航过位置

的分布结构)按照互质阵列几何[5]构建。互质层析

SAR可以应用在机载平台上，因为机载平台的轨迹

偏航量小。而偏航后的轨迹可以利用基线插值技

术[6]恢复到理想位置。文献[3]和文献[4]证实：在层

析性能相同的情况下，互质层析SAR比均匀层析

SAR(其航过位置均匀地分布)所需的航过数量少。

互质层析SAR另一个优势是，其航过位置可以根

据解析公式计算得到。相比之下，最小冗余阵列

(Minimum Redundancy Arrays, MRA)几何不具有

解析形式，因而MRA层析SAR[7,8]的航过位置必须

通过计算机辅助搜索的方式确定。这种构建基线的

方式往往比较耗时，并且当航过数量较多的时候，

甚至不可行。

在实际应用中，用户希望使用尽可能少的航过

数量实现层析性能指标。但是，一味地减少航过数

量可能导致层析重构结果不可靠。为了将互质层析

SAR技术推向实用，本文研究了最少航过数量

(Minimum Number of Acquisitions)估计问题。最

少航过数量的选择不仅取决于层析性能指标，而且

与所采用的重构方法紧密相关。在采用Fourier重
构方法[2]的情况下，根据分辨率(除非特别说明，专

指层析SAR的高度向分辨率)和模糊度指标可以轻

松地计算所需的最少航过数量。然而，Fourier方
法的重构性能有限。考虑到城市场景的高度向回波

信号具有稀疏性，层析重构处理大多采用超分辨重

构方法。这类方法作为一类基于观测数据的自适应

方法，其重构性能与多个参数有关，包括航过数

量、基线几何、航过间隔、散射点数量、散射点间

的高度向位置间隔(高度间隔)、信噪比以及视数。

因此，在采用超分辨重构方法的情况下，要准确分

析具体性能所需的最少航过数量，必须综合考虑所

有相关参数对重构性能的影响。

针对最少航过数量估计问题，研究人员开展过

多项研究工作。文献[9]针对子空间方法，提出了一

种通过简单的数值计算就可以估计最少航过数量的

方法。但是该方法仅考虑了航过数量与分辨率之间

的关系，而其余的参数在最少航过数量分析过程中

被忽视。文献[10]针对压缩感知方法，仅分析了信

噪比与最少航过数量之间的约束关系。这种方法必

须借助计算机仿真才能应用，所以该方法在实际应

用中往往比较麻烦。此外，文献[10]仅针对单视数

据情况，没有考虑多视数据对最少航过数量的影响。

继文献[10]之后，Zhu等人[11]将压缩感知方法拓展

到了多视数据情况下，并指出利用多视数据能够降

低航过数量需求。但是，他们并没有定量地分析视

数对最少航过数量的影响。

在采用超分辨重构方法的情况下，最少航过数

量估计是一个复杂的多参数问题。然而，传统的最

少航过数量估计方法[9,10]因为没有同时考虑所有相

关参数对最少航过数量的影响，所以无法准确响应

参数变化。也就是说，当参数变化有利于降低最少

航过数量时(比如提高信噪比或者增加视数)，由传

统方法估算的航过数量可能存在冗余；相反，当参

数变化需要增加航过数量时(比如降低信噪比或者

减少视数)，由传统方法估算得到的航过数量可能

无法保证重构结果可靠。

针对子空间方法，本文提出了一种估计最少航

过数量的方法。与传统方法[9,10]相比，本文方法同

时考虑了所有的相关参数，且具有解析的数学描述

式。由于兼顾了所有相关参数，因此该方法能够灵

活应对各种场景。也就是说，该方法可以准确跟踪

最少航过数量随相关参数的变化。因此，由这种方

法确定的航过数量在保证重构结果可靠的条件下接

近最少。由于具有解析的形式，该方法通过简单的

数值计算就可以得到所需的最少航过数量。另外，

本文方法可以适用于任意基线几何的层析SAR，包

括互质层析SAR。相比之下，文献[9]中所提出的方

法没有考虑基线几何对航过数量的影响。

为了确保所选定的航过数量能够获得可靠的重

构结果，本文分析子空间方法的可靠重构的保证条

件。根据这个保证条件建立了航过数量与其余影响

重构性能参数之间的约束关系。考虑到子空间方法

的重构性能直接依赖样本协方差矩阵的特征值(样
本特征值)，而样本特征值与多个参数有关 [12,13]。

这些参数包括航过数量、基线几何、航过间隔、散

射点数量、高度间隔、信噪比以及视数。因此，为

了准确响应参数变化对子空间方法重构结果的影

响，我们通过定量地分析样本特征值与所有相关参

数之间的关系，定义了可靠重构的保证条件。根据
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这个可靠性保证条件，提出了一种估计最少航过数

量的方法。仿真结果表明，本文方法估算的航过数

量确实接近最小，且能够保证层析重构结果可靠。 

2    互质层析SAR

文献[3,4]提出了互质层析SAR技术，其航过位

置按照互质阵列几何 [ 5 ]配置。本文将互质层析

SAR的基线几何称为互质基线。图1为互质层析

SAR的数据获取几何的示意图。图中r0表示参考航

过至位于高度位置h的散射点之间的最近斜距。

Rm(r0, h)表示第m条航过至该散射点之间的斜距。

D = D1 ∪ D2 D1 = {(m− 1)

·M2d}M1

m=1 D2 = {(m− 1)M1d}M2

m=1

∪

为了说明方便，假定所有航过均沿垂直斜距

(Normal-to-Slant-Range, NSR)方向排列。互质基

线由两个间距不等、均匀且稀疏的子基线构成。假

定两个子基线的起始航过位置重合，互质基线的航

过位置集合为 ，其中

和 分别表示第1个

子基线和第2个子基线的航过位置集合； 表示并

集运算符；M1和M2分别表示第1个子基线和第2个
子基线的航过数量，且被要求为一对互质整数；

d表示相邻航过间的最小间隔(最小航过间隔)，这

个值的选择与成像几何参数和观测场景的模糊高度有

关[2,9]。可以看出，互质基线相当于从均匀基线的

位置集合{0, 1, 2,···, (M1–1)M2}d中筛选出的一种

非均匀、稀疏基线。由于具有非均匀和稀疏特性，

互质基线几何使用较少的航过数量就能获得与均匀

基线几何相同的层析重构性能[3,4]。 

3    协方差矩阵的特征值特性

对于子空间方法而言，层析重构性能直接依赖

于样本特征值。这是因为，散射点数量估计处理要

基于样本特征值开展[14,15]，并且散射点的高度位置

估计(高度估计)处理过程中的子空间划分也要依据

样本特征值的大小开展。然而，样本特征值与多个

参数有关。这些参数为航过数量、基线几何、航过

间隔、散射点数量、高度间隔、信噪比以及视数。

因此，在层析性能指标给定的情况下，航过数量的

选择要综合考虑所有相关参数的影响。这样才有可

能使得所确定的航过数量在保证重构性能达标的条

件下接近最少。

对于子空间方法而言，准确估计散射点数量是

保证重构结果可靠的首要条件。因此，散射点数量

估计的可靠性被选来作为评估重构结果是否可靠的

标准。为了保证层析重构结果的可靠性，本节通过

定量地分析样本特征值与所有相关参数之间的关

系，定义了可靠重构的保证条件。根据这个保证条

件建立了航过数量与相关参数之间的约束关系。基

于这个约束关系，可以解析地计算最少航过数量。 

3.1  层析信号模型

在城市场景下，层析信号可以看作少量几个点

散射体的回波。当层析SAR获取的二维SAR图像组

经过良好的聚焦、相位校正和配准后，同一个距

离-方位分辨单元中的层析信号可以表示为
Y = [y(1), y(2), ...,y(L)]

y (l) = As+ η (l) =

K∑
k=1

a (hk) sk + η (l)
(1)

Y ∈ CM×L M × L

A = [a(h1),a(h2), ...,a(hK )] ∈ CM×K

j =
√
−1

式中， 表示观测数据，是一个 维

的复数矩阵；M和L分别表示航过数量和视数，其

中多视数据可以通过多视处理[16]或者非局部滤波处

理 [ 1 7 ]获得；

表示观测矩阵，其中a(hk)表示基线相对于第k个散

射点的导向矢量，而hk表示这个散射点的高度位

置；s=[s1, s2,···, sK]
T，其中sk表示第k个散射点的

散射系数，通常假定散射点的回波信号之间互不相关。

(·)T代表矩阵或者向量的转置运算符。K表示散射

点数量；a(hk)的第m个元素为am(hk)=exp[j4πbmdhk/
(κr0sinθ)]，其中bm表示第m条航过相对于参考航过

的正交基线分量；κ表示雷达波长；r0表示参考航

过的斜距； 。η(l)表示第l视数据中的噪声

信号，通常被假定为一个独立同分布的高斯随机过程。

{hk}Kk=1 {sk}Kk=1

在城市场景下，由于层析信号具有稀疏性，所

以层析重构处理被看作一个参数求逆问题，即从观

测数据Y中估计散射点的数量K、各个散射点的高

度位置 和其散射点系数 。由于子空

间方法具有超分辨性能且运算量适中，本文考虑采

用子空间方法开展层析重构处理。对子空间方法而
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图 1 互质层析SAR的数据获取几何

Fig. 1  The acquisition geometry of the coprime TomoSAR
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言，重构结果的可靠性直接依赖样本特征值。然

而，样本特征值与多个参数有关。为此，3.2节将

定量分析样本特征值与所有相关参数之间的关系。 

3.2  样本协方差矩阵的特征值特性

观测数据Y的期望协方差矩阵被定义为

R = E
[
Y Y H] (2)

式中，E[·]表示期望运算符。(·)H代表矩阵或者矢量

的共轭转置运算符。

在模型(1)的假设条件下，R有如下形式

R = Adiag
(
s21, s

2
2, ..., s

2
K

)
AH + σ2IM (3)

diag(s21, s
2
2, ..., s

2
K) s2k, k = 1, 2, ...,K式中， 表示由元素

构造的K阶对角矩阵；σ2表示噪声的方差；IM表示

M阶的单位矩阵。

协方差矩阵的期望值仅具有理论上的意义，在

实际信号处理中通常用其估计值替代，也就是样本

协方差矩阵。样本协方差矩阵可以通过多个独立的

样本计算得到

R̂ = Y Y H =

L∑
l=1

y (l)y(l)
H (4)

R̂下面给出了矩阵R和 的特征值分解形式{
R = WΛW H

R̂ = V ΣV H
(5)

R̂

Σ = diag{ℓ1, ℓ2, ..., ℓM} {ℓm}
R̂

式中，W表示由特征向量构成的矩阵；Λ=diag(γ1,
γ2, ···, γΜ)，其中{γm}表示矩阵R的特征值。同

理，矩阵V和Σ分别包含 的特征向量和特征值，

且 ，其中 表示矩阵

的特征值。

γ1 ≥ γ2 ≥ ... ≥ γM

ℓ1 ≥ ℓ2 ≥ ... ≥ ℓM {γk}Kk=1

{ℓk}Kk=1

M −K

假定期望协方差矩阵的特征值(期望特征值)和
样本特征值均按照降序排列，即 ,

。 代表期望协方差矩阵的

信号特征值(信号的期望特征值)，剩余的M–K个特

征值代表期望协方差矩阵的噪声特征值(噪声的期

望特征值)且γΚ+1=γΚ+2=···=γΜ=σ
2。同理，

表示样本协方差矩阵的信号特征值(信号的

样本特征值)，而剩余的 个特征值表示样本

协方差矩阵的噪声特征值(噪声的样本特征值)。
对子空间方法而言，重构结果的可靠性直接依

赖样本特征值。这是因为散射点数量估计要基于样

本特征值开展，并且高度估计处理中的子空间划分

也要依据样本特征值的大小实施。理论上，信号的

样本特征值应该大于噪声的样本特征值。这是因为

信号的样本特征值中不仅包含信号自身的贡献，同

时也包含噪声的贡献。因此，可以利用信号的样本

特征值和噪声的样本特征值在幅度方面的差异性来

估计散射点的数量。在得到散射点数量的可靠估计

值之后，根据样本特征值的大小就能准确地划分信

号子空间与噪声子空间。然而，在实际中，由于噪

声信号的随机性，信号的样本特征值有可能等于，

甚至小于噪声的样本特征值。在这种情况下，信号

的样本特征值与噪声的样本特征值不能分辨，从而

也就无法根据样本特征值可靠地估计散射点的数量。

自然而然，也就无法准确地得到信号子空间和噪声

子空间，进而导致高度估计值严重偏离真实值。

下面通过定量地分析样本特征值与所有相关参

数之间的关系，定义子空间方法的可靠重构的保证

条件。

文献[12]针对航过数量和视数均有限的情况，

采用矩阵扰动理论(Matrix Perturbation)分析了样

本特征值与相关参数之间的关系。文献[12]给出，

在下面条件满足的情况下

γS − 2C

√
σ2γS
L

> σ2

(1 +√M

L

)2

+
M

L

 (6)

1− ε− ε1 − ε2信号的样本特征值的下限以概率

满足

ℓS ≥ γS − 2C

√
σ2γS
L

(7)

1− ε1

文献[12]同时给出，噪声的样本特征值的上限

以概率 满足

ℓσ ≤ σ2

(1 +√M

L

)2

+
M

L

 (8)

γS

ℓS γS

ε = Pr[|N( 0, 1 )| > C]

在式(6)—式(8)中， 表示任意一个信号的期

望特征值； 表示与 对应的样本征值。σ2, M和

L分别表示噪声方差、航过数量、视数。ε是一个与

自选常数C有关概率值，且 ，

其中Pr[·]表示概率分布函数；N(0, 1)表示一个标准

正态分布函数。ε1和ε2是与航过数量、视数等有关

的概率值，非常小。

从式(6)—式(8)可以看出，在信号的期望特征

值满足条件(6)的情况下，对应信号的样本特征值

大于噪声样本特征值的上限。基于这个结论，

让幅度最小的信号的样本特征值满足条件(6)就能

够保证信号的样本特征值与噪声的样本特征值分开。

根据以上讨论，将定义子空间方法的可靠性保

证条件为

D ≜ γK − 2C

√
σ2γK
L

> σ2

(1 +√M

L

)2

+
M

L


(9)

γK式中， 表示矩阵R的第K个特征值，也就是信号
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σ2 [( 1 +
√
M/L)

2
+M/L]

的期望特征值序列中的最小值。在实际的信号处理

过程中，可以采用阈值检测方法，并将特征值阈值

设定在 ，通过统计超过阈

值的样本特征值数量估计散射点数量。根据以上的

分析可知，条件(9)在理论意义上可以保证估计结

果可靠。

从式(9)可以看出，可靠检测条件包含变量

γK。实际上，信号的期望特征值γK的大小是变化

的。针对散射点数量K=2的情况，文献 [13 ]给

出了信号的期望特征值与相关参数之间的解析关

系式。

对于信号模型(1)，当观测场景中存在两个散

射点时(K=2)，期望协方差矩阵可以表示成如下

形式

R = s21a1a
H
1 + s22a2a

H
2 + σ2I2

M (10)

式中，为了简化，令a1=a(h1), a2=a(h2)。
对式(10)中的R进行特征值分解可以得出信号

的期望特征值[13]解析式，即
γ1 = σ2 +

1

2

(
s21∥a1∥2 + s22∥a2∥2

)
+

1

2

√(
s21∥a1∥2 − s22∥a2∥2

)2
+ 4s21s

2
2|⟨a1,a2⟩|2

γ2 = σ2 +
1

2

(
s21∥a1∥2 + s22∥a2∥2

)
− 1

2

√(
s21∥a1∥2 − s22∥a2∥2

)2
+ 4s21s

2
2|⟨a1,a2⟩|2

(11)

s2k

⟨a1, a2⟩ = aH
2a1

∑M

m=1
exp[(j4πbmd(h1 − h2))/(κr0sinθ)]

h1 − h2 ⟨·⟩

式中，γ1 , γ2反映两个信号的期望特征值，而其余的特征值代表噪声的期望特征值且γ3=γ4=···=γM=
σ2。从式(11)可以看出，影响信号的期望特征值的参数有噪声方差σ2、散射点功率 、基线几何、航过间

隔、航过数量M以及高度间隔。而基线几何、航过间隔以及高度间隔对信号的期望特征值的影响隐藏在导

向矢量ak中。仔细分析可以发现，||a1||2=||a2||2=M,  ，

其中 表示高度间隔；d表示航过间隔；||·||表示向量的2范数； 表示向量的内积运算符；|·|表示求绝

对值运算符。

将式(11)中的γ2代入可靠检测条件(9)，并用噪声方差σ2对可靠检测条件进行归一化，则有如下形式
D ≜ γ̄2 − 2C

√
γ̄2
L

>

(1 +√M

L

)2

+
M

L


γ̄2 =

γ2
σ2

= 1 +
1

2

(
SNR1∥a1∥2 + SNR2∥a2∥2

)
− 1

2

√(
SNR1∥a1∥2 − SNR2∥a2∥2

)2
+ 4SNR1SNR2|⟨a1,a2⟩|2

(12)

SNR1 = s21/σ
2 SNR2 = s22/σ

2式中， 和 分别表示两个散射点的信噪比。

式(12)就是2个散射点情况下的可靠检测条件。可以看出，这个检测条件具有解析形式，其中的变量为

基线几何、航过间隔、航过数量、散射点数量、高度间隔、信噪比以及视数。

文献[18]指出，在层析SAR场景中，同一个距离-方位分辨单元的散射点数量有可能且最多不超过3个，

分别表示来自地面、建筑的外立面以及顶部的散射点。为了应对这种情况，本文针对K=3，推导了信号的

期望特征值与相关参数之间的解析关系式。具体推导过程见附录，这里只给出相应的结论。

对于信号模型(1)，当观测场景中存在3个散射点时(K=3)，期望协方差矩阵可以表示为

R = s21a1a
H
1 + s22a2a

H
2 + s23a3a

H
3 + σ2I2

M (13)

式中，为了简化，令ak=a(hk), k=1, 2, 3。

对式(13)中的R进行特征值分解可以得到信号的期望特征值的解析式，即

γ1 = σ2 − c2
3c1

+

3
√
−q

2
+

√
q2

4
+

p3

27
+

3
√

−q

2
−
√

q2

4
+

p3

27

γ2 = σ2 − c2
3c1

+ ω2

3
√
−q

2
+

√
q2

4
+

p3

27
+ ω

3
√

−q

2
−
√

q2

4
+

p3

27

γ3 = σ2 − c2
3c1

+ ω

3
√

−q

2
+

√
q2

4
+

p3

27
+ ω2

3
√

−q

2
−
√

q2

4
+

p3

27

(14)

式中
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

c1 = −1

c2 = γ2
1∥a1∥2 + γ2

2∥a2∥2 + γ2
3∥a3∥2

c3 = −
(
γ2
1γ

2
2∥a1∥2∥a2∥2 + γ2

2γ
2
3∥a2∥2∥a3∥2 + γ2

1γ
2
3∥a1∥2∥a3∥2

)
+
(
γ2
1γ

2
2 |⟨a1, a2⟩|2 + γ2

2γ
2
3 |⟨a2, a3⟩|2 + γ2

1γ
2
3 |⟨a1, a3⟩|2

)
c4 = +γ2

1γ
2
2γ

2
3

[
∥a1∥2∥a2∥2∥a3∥2 + 2Re (⟨a1, a2⟩ ⟨a2, a3⟩ ⟨a1, a3⟩)

]
− γ2

1γ
2
2γ

2
3

(
∥a1∥2|⟨a2, a3⟩|2 + ∥a2∥2|⟨a1, a3⟩|2 + ∥a3∥2|⟨a1, a2⟩|2

)
p =

3c1c3 − c22
3c21

q =
2c32 − 9c1c2c3 + 27c21c4

27c31

ω =
−1 + j

√
3

2

(15)

式中，Re(·)表示复数的实部。

由于可靠检测条件(9)具有解析形式，因此在给定条件下，最少航过数量和子空间方法的分辨率极限通

过简单的数值计算就可以得到。

Mmin = argmin
M

{M}

s.t. : γK (M)− 2C

√
σ2γK (M)

L
> σ2

(1 +√M

L

)2

+
M

L


ρh = argmin

∆h=|hk−hl|, k ̸=l

{∆h}

s.t.: γK (h1, h2, ..., hK)− 2C

√
σ2γK (h1, h2, ..., hK)

L
> σ2

(1 +√M

L

)2

+
M

L


(16)

 

4    最少航过数量的估计方法

根据3.2节定义的可靠性保证条件[见式(9)]，本文提出一种估计最少航过数量估计方法，其数学形式如下

(Mmin, dM ) = argmin
M, d

{M} , s.t.:


γK (M, d)− 2C

√
σ2γK (M, d)

L
> σ2

(1 +√M

L

)2

+
M

L


0 ≤ d ≤ dNyq

(17)

式中，d表示最小航过间隔；dNyq表示满足奈奎斯

特采样定律条件下d的上限值，这个值与观测场景

的模糊高度有关。在估计最少航过数量的过程中，

除M和d之外的其余参数(即基线几何、散射点数

量、高度间隔、信噪比以及视数)可以根据具体情

况设定。

对于任意给定的航过数量M，构成互质基线几

何的整数对(即M1和M2)可以通过如下方式获得。
M2 =



M

2
, M偶数⌊

M

2

⌋
, M为奇数且

⌊
M

2

⌋
为奇数⌊

M

2

⌋
− 1,M为奇数且

⌊
M

2

⌋
为偶数

M1 = M −M2 + 1

(18)

⌊M/2⌋式中， 表示小于M/2的最大整数。对于一个

给定的M，构造方式(18)能够使得互质层析SAR的

基线孔径最长，进而使得重构性能最佳。

ε =

Pr[|N( 0, 1) > C]

Pr[|N( 0, 1) > 3]

关于本文方法[见式(17)]在实际中的应用，有

几点需要说明。(1)航过数量M是一个离散的变量，

而d是一个连续变量。因此，可能存在多个可行的

d使得同一个最少航过数量满足可靠检测条件。在

这种情况下，建议选择其中最小的d。否则，如果

最小航过间隔固定在最大值dNyq，则由于航过数量

的非连续变化，导致所设计的层析SAR系统的性能

与设计指标之间差异很大。(2)参数C虽然是一个由

用户自选的参数，但其大小会影响概率值

，进而影响样本特征值检测的可靠

性。设定为C=3。这是因为概率
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< 1− 0.997足够小，意味着基于样本特征值的信号

检测结果足够可靠。

图2给出了本文提出的最少航过数量估计方法

的流程图。

步骤1　初始化参数。设定基线几何、成像几

何参数、观测场景的相关参数、视数L、分辨率指

标ρh以及航过数量的初始值M0。成像几何参数包

括雷达波长κ、斜距r0、波束视角θ。观测场景的参

数包括散射点数K、信噪比以及模糊高度。成像几

何参数和观测场景的参数是构造观测矩阵A=
[a(h1), a(h2),···, a(hK)]的必要参数，并且最小航过

间隔的上限值dNyq需要根据成像几何参数和模糊高

度计算得出。

mink ̸=g |hk − hg| = ρh

步骤2　固定航过数量M=M 0，在d∈ ( 0 ,

dNyq]整个范围内计算信号的期望特征值γK(d)，并

判断可靠检测条件是否满足。如果可靠检测条件满

足，则此时的航过数量就是最少航过数量，即Mmin=

M0。否则，更新M0=M0+1后，继续执行步骤2。

在计算γK(d)的过程中，分辨率指标就是两个距离

最近散射点的高度间隔，即 。

步骤3　计算满足可靠检测条件的最小航过间

隔的最低值dM。得到最少航过数量Mmin的确切值

之后，在保证可靠检测条件满足的情况下，搜索最

小航过间隔的最低值。

在确定最少航过数量和最小航过间隔之后，根

据基线几何就可以确定层析SAR的基线构型。 

5    仿真实验结果

通过仿真实验验证了本文方法的可靠性和有效

性。可靠性是指航过数量的估计值能否保证子空间

方法的重构结果达到性能指标；有效性是指航过数

量的估计值在保证重构结果可靠性的条件下能否接

近最少。为此，开展以下5项实验内容。

(1) 通过比较最少航过数量的实测值和其理论

值，分析本文方法[见式(17)]的可靠性。其中，最

少航过数量的实测值根据仿真实验通过测量得到，

而最少航过数量的理论值由本文方法通过数值计算

得到。结果表明：对于任意给定的实验条件，最少

航过数量的实测值总是小于其理论值。这说明：由

本文方法所估算的航过数量能保证重构结果可靠。

(2) 利用子空间方法中特有的“性能崩塌(Per-
formance Breakdown)”现象[19,20]，分析本文方法

的有效性。对子空间方法而言，当信号的样本特征

值和噪声的样本特征值在大小上比较接近时，高度

 

1

2

Mmin

3 M=Mmin

dM

LM0

M0=M0+1

Mmin=M0

M=M0

M=Mmin

s.t.
mink≠g|hk-hg|=rh

mink≠g|hk-hg|=rh

0<d≤dNyq
s.t.

dM=arg min{d}

dMMmin

d

计算gK(d)

rh

2

gK(d)-2C
s2gK(d)

>s2

L
1+ +

L
M

L
M

2

gK(d)-2C
s2gK(d)

>s2

L
1+ +

L
M

L
M

d (0,dNyq]

 
图 2 本文提出的最少航过数量估计方法的流程图

Fig. 2  The flow chart for the propose approach to estimate the minimum number of acquisitions
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估计结果会发生“性能崩塌”现象。这种现象意味

着，相应的参数条件已经濒临子空间方法性能崩塌

的边缘。仿真实验结果表明：由本文方法选定的航

过数量接近可靠重构的极限条件。

(3) 进一步，通过改变散射点数量、视数和信

噪比等参数，分析本文方法准确跟踪参数变化的能

力。实验结果表明，本文方法能够有效跟踪由参数

变化导致的最少航过数量的需求变化。

(4) 比较本文方法与传统方法。结果表明，当

参数变化有利于降低最少航过数量，由本文方法估

计的航过数量比由传统方法估计的少。相反，当参

数变化需要增加航过数量时，本文方法能够准确跟

踪这种变化，从而保证重构结果可靠。而传统的方

法由于没有考虑参数变化对最少航过数量的影响，

因而由这些方法估计的航过数量不足，以致无法保

证重构结果可靠。

(5) 分析基线偏差对层析性能的影响。在实际数

据获取过程中，由于气流扰动的影响，机载平台的实

际航迹会偏离预先规划的航迹位置，导致出现基线偏

差。通过仿真实验比较了理想情况下和存在基线偏

差情况下的层析性能。实验结果表明，当基线偏差处

于合理范围内时，存在基线偏差情况下的层析性能

与对应理想情况下的层析性能接近。这说明本文提

出的最少航过数量估计方法能够有效地应用于实际。

σ2 [( 1 +
√
c)

2
+ c]

RMSE (h) =√∑Q

q=1
|| ĥ (q)− h||2/(KQ)

ĥ (q) =
[
ĥ1(q), ĥ2(q), ..., ĥK(q)

]T
ĥk (q)

在仿真实验过程中，以正确检测概率作为散射

点数量估计性能的测量指标。正确检测概率被定义

为散射点数量估计正确的次数占总实验次数的比

例。在实测过程中，笔者认为可靠估计是正确检测

概率达到100%的状态。测量结果通过计算一万次

独立实验的平均值得到。散射点数量的估计方法采

用阈值检测方法，而检测阈值被设定为噪声的样本

特征值的上限 ，其中σ2表示噪声

方差；c=M/L。在基线理想情况下，采用求根-多

重信号分类(Root-MUltiple SIgnal Classification,

Root-MUSIC)算法[21]估计散射点的高度位置；当存

在基线偏差时，采用频域Root-MUSIC (Fourier-

Domain Root-MUSIC, FD Root-MUSIC)算法[22]估

计散射点的高度位置。采用均方根误差 (Root

Mean Squared Error, RMSE)评价高度估计精度。

高度估计的均方根误差被定义为

，其中，h=[h1, h2,···,

hK]
T,  ； 表示

第q次正确检测实验中hk的估计值；hk表示第k个散

射点的真实高度位置。K和Q分别表示散射点数量

和散射点数量估计正确的次数。

仿真实验所采用的层析SAR系统参数如下：雷

达系统的中心频率为10 GHz。假定所有的航过都

分布在相同高度位置10 km，参考航过距观测场景

的距离r0=18 km。假定观测场景的模糊高度为

30 m，根据奈奎斯特采样定律，航过间的最小间

距d不能超过7.5 m。 

5.1  最少航过数量估计方法的可靠性

实验首先比较最少航过数量的理论估计值和测

量估计值。其中，理论估计值由式(17)计算得出；

而测量估计就是实测的检测概率达到100%时所需

的最少航过数量。

SNR1 = s21/σ
2 = 0 dB SNR2 =

s22/σ
2 = 10 dB

h1 = −∆h/2, h2 = ∆h/2 ∆h

假定观测场景中有2个功率不相等的散射点，

信 噪 比 分 别 为 和

。噪声为高斯白噪声。两个散射点的

高度位置分别为 ，其中

表示高度间隔。高度间隔被固定在1 m。仿真实验

共考虑3种视数情况，分别L=10, 20和50。
对于每一种视数情况，按照式(17)计算所需的

最少航过数量和最小航过间隔。计算结果如表1所示。

从表1可以看出，对于不同的实验条件，最少航过

数量和最小航过间距均存在差异。为了保证最少航

过数量的理论估计值与其实测估计值的比较在相同

条件下开展，在生成仿真数据的过程中，对于每一

种情况将最小航过间隔设定在由表1给出的相应值。

图3给出了正确检测概率随航过数量的变化曲

线。从图3可以看出，相比于均匀层析SAR，互质

层析SAR的正确检测概率达到100%所需的最少航

过数量更少。根据检测结果，我们计算了最少航过

数量的实测估计值，即正确检测概率达到100%
时所需的最少航过数量。表2对比了最少航过数量

的理论估计值和实测估计值。通过对比，可以发

现：在同等条件下，最少航过数量的理论估计值均

比其实测估计值大。这说明，由本文方法(17)估算

的最少航过数量能够保证在相应条件下获得可靠检

测结果。

图4给出了高度估计的RMSE随航过数量的变

表 1 由本文方法计算得到的最少航过数量和最小航过间隔(K=2;

SNR1=0 dB, SNR2=10 dB; Dh=1 m)

Tab. 1  The minimum number of acquisitions and the minimum
inter-acquisition spacing calculated by the proposed approach

(K=2; SNR1=0 dB, SNR2=10 dB; Dh=1 m)

视数 均匀层析SAR 互质层析SAR

L=10 Mmin=20; dM=7.0 m Mmin=13;dM=4.6 m

L=20 Mmin=15; dM=7.3 m Mmin=9; dM=7.3 m

L=50 Mmin=12; dM=7.0 m Mmin=8; dM=5.5 m
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化曲线。从图4可以看出，当航过数量增加时，高

度位置估计的RMSE均接近各自的克拉默-拉奥界

限(Cramer-Rao Bound, CRB)[23]。此外，比较可以

发现，在航过数量和视数相同的条件下，互质层析

SAR在高度估计精度方面优于均匀层析SAR。这得

益于互质基线几何的稀疏采样特性。相比于均匀层

析SAR，互质基线在基线几何方面的优势能够有效

延长基线孔径，进而提高高度估计精度。

∆h ∆h

下面分析由本文方法所设计的层析SAR系统的

实测分辨率。其中，基线结构参数如表1所示，其

余的参数(包括散射点数量、信噪比以及视数)与本

节最小航过数量分析实验中的参数相等。这里分析

正确检测概率随高度间隔 的变化，其中 的变

化范围为0.1~2.0 m。

图5给出了正确检测概率随高度间隔的变化曲

线。根据图5的正确检测概率，实际测量了基于样

本特征值的信号检测方法的分辨率。分辨率的实测

值被定义为正确检测概率达到100%状态的最小的

高度间隔。表3给出了基于样本特征值信号检测方

法的实测分辨率。通过与相同条件下的瑞利分辨率

表 2 基于样本特征值检测方法所需的最少航过数量的理论估计值

和实测估计值(K=2; SNR1=0 dB, SNR2=10 dB; Dh=1 m)

Tab. 2  The theoretical estimate and the measured estimate of
the minimum number of acquisitions in the sense of the
sample-eigenvalue-based detection (K=2; SNR1=0 dB,

SNR2=10 dB; Dh=1 m)

视数
均匀层析SAR 互质层析SAR

理论值 实测值 理论值 实测值

L=10 20 16 13 11

L=20 15 13 9 8

L=50 12 10 8 7

表 3 基于样本特征值检测方法的实测分辨率(K=2; SNR1=0 dB,

SNR2=10 dB; ρh=1 m)

Tab. 3  The measured tomographic resolution of the
sample-eigenvalue-based detection (K=2;

SNR1=0 dB, SNR2=10 dB; ρh=1 m)

实验参数 分辨的实测值(m) 瑞利分辨率(m)

L=10；均匀层析SAR
(Mmin=20, dM=7.0 m)

0.73 1.69

L=10；互质层析SAR
(Mmin=13; dM=4.6 m)

0.64 1.22

L=20；均匀层析SAR
(Mmin=15; dM=7.3 m)

0.73 2.19

L=20；互质层析SAR
(Mmin=9; dM=7.3 m)

0.69 1.71

L=50；均匀层析SAR
(Mmin=12; dM=7.0 m)

0.70 2.91

L=50；互质层析SAR
(Mmin=8; dM=5.5 m)

0.69 2.55
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图 3 基于样本特征值检测方法的正确检测概率随航过数量的变化

曲线(K=2; SNR1=0 dB, SNR2=10 dB; Dh=1 m)

Fig. 3  Successful detection rate varies with the number of

acquisitions (K=2; SNR1=0 dB, SNR2=10 dB; Dh=1 m)
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图 4 高度估计的RMSE随航过数量的变化(K=2; SNR1=0 dB,

SNR2=10 dB; Dh=1 m)

Fig. 4  The RMSE of the height estimation varies with the

number of acquisitions (K=2; SNR1=0 dB,

SNR2=10 dB; Dh=1 m)
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图 5 基于样本特征值的信号检测方法的正确检测概率随高度间隔

的变化曲线(K=2; SNR1=0 dB, SNR2=10 dB; ρh=1 m)

Fig. 5  Successful detection rate varies with the height

separation (K=2; SNR1=0 dB, SNR2=10 dB; ρh=1 m)
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比较，可以发现基于样本特征值的信号检测方法具

有超分辨性能。其中，瑞利分辨率被定义为ρR=κr0
·sinθ/(2B)，B表示基线孔径长度的正交分量。通

过比较基于样本特征值检测方法的分辨率的理论值

(ρh=1 m)和相应的实测值，可以发现：分辨率的

实测值接近并且全部小于相应的理论值。这说明，

由本文方法确定的最少航过数量能够保证层析重构

性能达标。

图6给出了高度估计的RMSE随高度间隔的变

化曲线。从图6可以看出，当散射点之间的高度间

隔足够大时，高度估计的RMSE与其CRB趋于一

致。但是，当散射点之间距离较近时，高度估计的

RMSE严重偏离了CRB。这是因为在这部分区域，

虽然散射点数量的估计值正确，但是由于信号子空

间和噪声子空间发生交换，因此散射点的高度位置

估计值严重偏离了其真实值。最终，造成高度估计

的RMSE严重偏离了CRB。这种现象是子空间方法

特有的现象，称作“性能崩塌”。5.2节将会分析

这种现象及其原因。令人意外的是，当分辨间隔足

够高时，高度估计的RMSE的最低值出现在视数

L=10的互质层析SAR的情况中。但是通过仔细分

析不难发现，这个情况中的基线孔径最长，是188
m。随后，依次是133  m  (Un i f o rm-L=10) ,
131 m (Coprime-L=20), 102 m (Uniform-L=20),
88 m(Coprime-L=50), 77 m (Uniform-L=50)。这

个顺序基本与高度估计精度排序一致。同时可以发

现，当高度间隔大于设计指标(ρh=1 m)时，由本

文方法确定的航过数量能够保证高度估计结果可

靠。虽然，互质层析SAR的部分高度估计结果出现

异常，但是整体的高度估计误差小于0.1 m，这种

估计精度能够满足实用需求。 

5.2  散射点数量对层析重构性能的影响

实验分析散射点数量对最少航过数量和高度估

计精度的影响。仿真实验分别在K=2和K=3的条件

下开展。为了消除散射点数量不同可能引起的信噪

比差异，所有散射点的功率被固定在相同值(即
SNR=0)。噪声为高斯白噪声。对于散射点数量

K=2的情况，散射点的高度位置分别为h1=–∆h/2,
h2=∆h/2；对于散射点数量K=3的情况，散射点的

高度位置分别为h1=–∆h, h2=0, h3=∆h。高度间隔

∆h被固定在1 m。视数被固定在L=20。
对于每一种仿真情况，根据本文方法计算所需

的最少航过数量和最小航过间隔。计算结果如表4
所示。和上一节实验中的做法一样，在生成仿真数

据的过程中，对于每一种仿真情况将最小航过间隔

设定在由表4给出的相应值。

图7给出了正确检测概率随航过数量的变化。

根据图7的结果，计算了每种情况下的最少航过数

量的实测估计值，并将结果列在表5中。从表5可以

看出，散射点数量的增加确实会导致最少航过数

量的增加。此外，还可以看出，在各种条件下，最

少航过数量的理论值均大于其实测值。这说明，由

表 4 本文方法计算所得的最少航过数量和最小航过间隔(Dh=1 m;

L=20；所有散射点信噪比均等于0 dB)

Tab. 4  The minimum number of acquisitions and the minimum
inter-acquisition spacing calculated by the proposed approach

(Dh=1 m; L=20; all the SNRs=0 dB)

散射点数量 均匀层析SAR 互质层析SAR

K=2 Mmin=18; dM=7.4 m Mmin=10; dM=6.1 m

K=3 Mmin=23; dM=7.2 m Mmin=10; dM=7.1 m
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图 6 高度估计的RMSE随高度间隔的变化曲线

(K=2; SNR1=0 dB, SNR2=10 dB; ρh=1 m)

Fig. 6  The RMSE of the height estimation varies with the height

separation (K=2; SNR1=0 dB, SNR2=10 dB; ρh=1 m)
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图 7 基于样本特征值检测方法的正确检测概率随航过数量的变化

曲线(Dh=1 m; L=20；所有散射点信噪比均等于0 dB)

Fig. 7  Successful detection rate varies with the number of

acquisitions (Dh=1 m; L=20; all the SNRs=0 dB)
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本文方法估算的最少航过数量能够保证检测结果

可靠。

图8给出了高度位置估计的RMSE随航过数量

的变化。可以看出，随着航过数量的增加，高度估

计的RMSE均接近各自的CRB。这表明，Root-
MUSIC算法在信号子空间与噪声子空间能够可靠

分离的条件下可以获得一致估计。此外，在仿真条

件相同且高度估计精度相同的条件下，互质层析

SAR比均匀层析SAR所需的航过数量少。这个结果

从高度估计方面说明，互质层析SAR能够降低航过

数量需求。

下面分析散射点数量对分辨率和高度估计误差

的影响，并比较分辨率的理论值和其实测值。将理

论分辨率固定在ρh=1 m，根据本文方法计算相应

条件下的最少航过数量和最小航过间隔。分辨率的

实测值是根据相应的检测结果通过测量得到。

在仿真实验中，基线结构参数如表4所示，其

余的参数(包括散射点数量、信噪比以及视数)与
5.2节最少航过数量分析实验中的参数相等。对于

每一种情况，计算正确检测概率随高度间隔∆h的变

化，其中∆h的变化范围为0.1~2.0 m。

图9给出了正确检测概率随高度间隔的变化。

根据图9的正确检测概率，测量了基于样本特征值

的信号检测方法的分辨率。表6给出了每种情况

下，基于样本特征值的信号检测方法的实测分辨

率。通过比较分辨率理论值(ρh=1 m)和对应的实

测值，可以发现：分辨率的实测值均接近且小于相

应的理论值。这说明，在给定条件下由本文方法确

定的最少航过数量能够保证检测结果可靠。进而说

明，本文方法能够适用于更广泛的情况。

图10给出了高度估计的RMSE随高度间隔的变

化。可以看出，随着高度间隔的增加，高度估计的

RMSE均接近各自的CRB。但是，当高度间隔比较

小的时候，高度估计的RMSE会突然增加。这种现

象被称作“性能崩塌”[19,20]，是子空间方法的特有

现象。造成这种现象的原因是：当子空间方法的性

能濒临崩塌的边缘时(此时，信号的样本特征值与

噪声的样本特征值在幅度基本接近)，虽然散射点

数量能够得到正确估计，但是由于发生子空间交换

(Subspace Swap)或者子空间泄露(Subspace Leak-
age)，高度估计结果严重偏离真实值。这种现象恰

好说明：本文定义的可靠检测条件[见式(9)]接近基

于样本特征值的信号检测的极限；进而说明，由本文

方法估算的航过数量确实接近最小。同时可以发

现，当高度间隔大于设计指标(ρh=1 m)时，由本

文方法估算的航过数量能够保证高度估计结果可

靠。此外，通过对比均匀层析SAR和互质层析SAR，
可以发现：在达到指定的高度估计精度的情况下，

互质层析SAR比均匀层析SAR所需的航过数量少。 

表 5 基于样本特征值检测方法所需的最少航过数量的理论估计值

和实测估计值(Dh=1 m; L=20；所有散射点信噪比均等于0 dB)

Tab. 5  The theoretical estimate and the measured estimate of
the minimum number of acquisitions in the sense of the

sample-eigenvalue-based detection (Dh=1 m; L=20;
all the SNRs=0 dB)

视数
均匀层析SAR 互质层析SAR

理论值 实测值 理论值 实测值

K=2 18 15 10 10

K=3 23 21 10 10
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图 8 高度估计的RMSE随航过数量的变化曲线(Dh=1 m; L=20；所有散射点信噪比均等于0 dB)

Fig. 8  The RMSE of the height estimation varies with the number of acquisitions (Dh=1 m; L=20; all the SNRs=0 dB)
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5.3  信噪比对最少航过数量的影响

考虑到航过数量是一个离散的变量，而信噪比

是一个连续的变量，因此采用文献[10]中的做法，

通过分析信噪比与航过数量之间的约束关系，来分

析信噪比对最少航过数量的影响。从式(9)和式(12)
可以看出，在达到可靠检测条件下，航过数量与信

噪比之间是存在约束关系的。为了定量描述这种约

束关系，固定航过数量，转而计算满足可靠检测条

件的最小信噪比。

在理论计算和生成仿真数据的过程中，最少航

过间隔d被固定为7.5 m。仿真数据包含2个功率相

等的散射点。两个散射点的高度位置分别为

h1=–∆h/2, h2=∆h/2。高度间隔∆h被固定在1 m；

视数L=10。
最少航过数量与信噪比之间的约束关系如图11

所示。其中，约束关系的理论值是在航过数量给定

条件下，由式(9)通过计算满足可靠检测条件的最

小信噪比得到；约束关系的实测值是通过测量正确

重构概率达到100%时的最少航过数量得到。通过

比较约束关系的理论值和实测值可以发现，两者的

变化趋势一致。这说明，本文定义的可靠检测条件

能够有效跟踪最少航过数量随信噪比的变化。此

外，通过比较可以发现，对于任意的信噪比，最少

航过数量的理论值大于实测值。这说明，本文定义

的理论检测条件能够保证实际检测结果可靠。通过

比较均匀层析SAR和互质层析SAR的最少航过数量

可以发现：当信噪比较高时，互质层析SAR有助于

降低最少航过数量。但是，当信噪比较低时，互质

层析SAR在降低最少航过数量方面的优势基本消失

了。优势消失的原因可以通过分析可靠检测条件看

出。当散射点数量K=2时，式(12)给出了可靠检测

条件。从式(12)可以看出，基线几何对信号的期望

特征值的影响反映在导向矢量a 1和a 2中，且

||a1||2=||a2||2=M。因此，当互质层析SAR和均匀

层析SAR的航过数量相等时，两者信号的期望特征

值的差异仅体现在|<a1, a2>|2。图12显示了|<a1,
a 2>|/M随航过数量的变化。对比图11和图12
可以发现，两者的随航过数量的变化趋势基本一致。

表 6 基于样本特征值检测方法的实测分辨率(L=20；

所有散射点信噪比均等于0 dB；ρh=1 m)

Tab. 6  The measured tomographic resolution of the
sample-eigenvalue-based detection (L=20;

all the SNRs=0 dB; ρh=1 m)

实验参数
分辨的实测值

(m)

瑞利分辨率

(m)
K=2；均匀层析SAR
(Mmin=18;dM=7.4 m)

0.75 1.78

K=2；互质层析SAR
(Mmin=10; dM=6.1 m)

0.72 1.47

K=3；均匀层析SAR
(Mmin=23; dM=7.2 m)

0.90 1.42

K=3；互质层析SAR
(Mmin=10; dM=7.1 m)

0.88 1.26
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图 9 基于样本特征值检测方法的正确检测概率随高度间隔的变化

曲线(L=20；所有散射点信噪比均等于0 dB；ρh=1 m)

Fig. 9  Successful detection rate varies with the height

separation (L=20; all the SNRs=0 dB; ρh=1 m)

 

0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0

Height separation Dh (m)

10-2

10-1

100

R
M

S
E

 o
f 
h
ei

gh
t 

es
ti

m
at

io
n

rh=1 m

Uniform-K=2
Coprime-K=2
Uniform-K=3
Coprime-K=3
CRB-Uniform-K=2
CRB-Coprime-K=2

CRB-Uniform-K=3
CRB-Coprime-K=3

 
图 10 高度估计的RMSE随高度间隔的变化曲线(L=20；所有散射

点信噪比均等于0 dB；ρh=1 m)

Fig. 10  The RMSE of the height estimation varies with the

height separation (L=20; all the SNRs=0 dB; ρh=1 m)
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图 11 最少航过数量与信噪比之间的约束关系

(K=2; Dh=1 m; L=10)

Fig. 11  The constraint relationship between the minimum

number of acquisitions and the SNR (K=2; Dh=1 m; L=10)
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图13(a)和图13(b)分别给出了均匀层析SAR和
互质层析SAR的高度估计RMSE随航过数量和信噪

比的相变图(Phase Transition)。比较可以看出，

在航过数量和信噪比相等的条件下，互质层析

SAR获得的高度估计精度优于均匀层析SAR的。这

源于互质层析SAR具有较长的基线孔径。同时，可

以看出，当航过数量较低时，高度估计误差较大且

严重偏离相应的CRB。造成这种问题的原因有两

部分。一是，当航过数量较低时，高度估计误差本

应该就比较大(就高度估计的CRB而言)。但是更重

要的原因在于，当航过数量较低时，子空间方法容

易发生“性能崩塌”现象，导致高度估计的部分结

果严重偏离真实值，最终造成整体的高度估计RMSE
出现急剧增大的现象。图13中红色曲线描述了由式

(9)计算得到的最少航过数量与信噪比之间的约束

关系。通过分析高度估计的RMSE可以发现，当航

过数量或者信噪比超过其理论最小值时(即红色曲

线右上侧区域)，高度估计结果能够有效避免“性

能崩塌”问题。这说明，本文方法能够有效跟踪参

数变化对最少航过数量的影响，从而使得所选定的

航过数量能够保证高度估计结果可靠。 

5.4  与传统方法比较

在最少航过数量估计的可靠性和有效性两方面

比较本文方法与传统方法。在比较过程中，仅考虑

文献[9]中的方法。因为本文方法和文献[9]方法都是

针对子空间的方法，而文献[10]是针对压缩感知方法。

此外，本文方法和方法[9]都是针对多视数据情况，

而文献[10]是针对单视情况。考虑到适用条件上的

差异，在对比实验中没有分析文献[10]中的方法。

文献[9]针对体散射目标(森林场景)和均匀层析

SAR，利用椭球波函数(Prolate Spheroidal Wave
Functions)定义了样本协方差矩阵的有效秩(Effective
Rank)，并在此基础上提出了最少航过数量估计方

法。因为考虑的是均匀层析SAR，因此文献[9]通过

估计航过数量和基线孔径长度就可以确定基线结

构。在文献 [9]中，有效秩M e f s、最少航过数量

Mmin以及基线孔径长度B被定义为
Mefs =

⌈
4∆max

κ
B

⌉
Mmin = Mefs +Mcom

B =
κ

4∆min

(19)

⌈·⌉

式中， κ表示雷达波长；Dmax和Dmin分别表示体散

射目标在NSR方向上的最大扩散角(Angular Dis-
persion)和最小扩散角。Mcom是一个大于1的整数，

因此Mmin大于Mefs。根据文献[9]的方法，Mcom的选

择要求使得样本特征值的最小值与最大值之间的比

值足够小。本文Mcom被固定为1，因而Mmin=Mefs+
1。因为本文考虑的是视数和航过数量均有限的情

况。在这种情况下，Mcom=1总是能够保证选定的

最少航过数量达到文献[9]的要求。 表示向上取整

数操作。

根据文献[9]中的定义，Dmax和Dmin与模糊高

度Hamb和分辨率ρh之间满足如下关系。
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图 12 |<a1, a2>|/M随航过数量的变化(d=7.5 m; K=2; Dh=1 m)

Fig. 12  |<a1, a2>|/M varies with the number of acquisitions
(d=7.5 m; K=2; Dh=1 m)
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(b) 互质层析SAR
(b) The coprime TomoSAR
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图 13 高度估计RMSE随航过数量和信噪比的相变图(K=2; Dh=1 m; L=10)

Fig. 13  The phase transition of the RMSE as a function of the number of acquisitions and the SNR (K=2; Dh=1 m; L=10)
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
∆max =

Hamb

2r0sinθ

∆min =
ρh

r0sinθ

(20)

式中，Hamb, r0, θ和ρh分别表示模糊高度、最近斜

距、波束视角、分辨率指标。

⌈
⌉ ⌈ ⌉
联立式(19)和式(20)可得，有效秩Mefs= Dmax/

Dmin = Hamb/(2ρh) 。由此可以看出，根据文献[9]
的方法，航过数量的选择仅与模糊高度Hamb和分辨

率ρh有关系，而其他的参数(包括基线几何、视数、

散射点数量以及信噪比)则在计算过程中被忽视。

本次实验所采用的参数与5.3节中的参数完全

一样。其中，分辨率和模糊高度分别为ρh=1 m
和Hamb=30 m。在这种参数条件下，由文献[9]方法

估算得到的最少航过数量为Mmin=16。由于文献[9]
的方法没有考虑基线几何和信噪比等参数对最少航

过数量的影响，因此该方法估计得到的最少航过数

量为固定值。图11(见5.3节)给出了不同信噪比条件

下所需的最少航过数量。从图11可以看出，当信噪

比降低时，需要增加航过数量以保证重构结果可

靠。对均匀层析SAR和互质层析SAR而言，当信噪

比分别低于1.6 dB和–2.3 dB时，16条航过在实测

意义上已经无法保证重构结果可靠。

相比较而言，本文方法能够准确跟踪参数变化

引起的最少航过数量的变化，从而使得所选定的航

过数量能够保证相应条件下的重构结果可靠。此

外，从图11可以看出，当信噪比变化有利于降低所

需的最少航过数量时，本文方法能够准确响应这种

变化，从而使得所选定的航过数量尽可能少。根据

图11的结果可知，对于均匀层析SAR和互质层析

SAR，当信噪比分别高于3.3 dB和–0.2 dB时，由

本文方法估算的最少航过数量小于16。
下面分析由文献[9]方法设计的层析SAR的重构

性能。根据本次的实验参数，由文献[9]方法估计得

到的最少航过数量和基线孔径长度分别为Mmin=16,
B=112 m。文献[9]仅考虑了均匀层析SAR。因此

在本次实验中，按照文献[9]方法设计的均匀层析SAR
的最小航过间隔d=7.5 m。为了与互质层析SAR
做比较，在固定航过数量和基线孔径的条件下，构

造互质层析SAR。相应地，互质层析SAR的互质整

数对为M1=9, M2=8，最小航过间隔d等于1.8 m。

图14(a)给出了正确检测概率随信噪比的变化。

从图14(a)可以看出，当信噪比低于1.6 dB时，由

文献[9]方法选定的航过数量无法保证重构结果的可

靠性。这是因为文献[9]方法没有考虑信噪比变化对

最少航过数量的影响。通过比较均匀层析SAR和互

质层析SAR可以发现，两者的重构性能基本相等。

这是因为在本次实验中，两者的航过数量和基线孔

径长度都相等。

图14(b)给出高度估计RMSE随信噪比的变化。

从图中可以看出，当信噪比较高时，高度估计误差

基本趋于各自的CRB。通过比较均匀层析SAR和
互质层析SAR可以发现，两者的高度估计精度非常

接近。这说明，相比于均匀层析SAR，互质层析

SAR的优势在于通过稀疏分布航过位置来延长基线

孔径，从而达到提高层析重构性能的目的。在信噪

比较小的区域，互质层析SAR的部分估计结果由于

发生子空间交换，导致高度估计偏差较大。根据

式(9)计算本次实验条件下所需的最小信噪比。图14(b)
中的黑色虚线和蓝色虚线分别给出均匀层析SAR和
互质层析SAR所需的最低信噪比，分别是3.3 dB和
3.1 dB。比较可以发现，当信噪比超过最低信噪比时，

高度估计结果可靠。互质层析SAR的部分估计结果

虽然出现异常值，但是高度估计误差接近0.1 m。

这说明，由本文方法估计的航过数量能够保证层析

重构结果可靠。 

5.5  基线偏差对层析性能的影响

在实际数据获取过程中，由于气流扰动的影响，

机载平台的实际航迹会偏离预先规划的航迹位置，

导致出现基线偏差。基线位置的理想值与其真实值

之间的偏差通常包含两部分，分别是基线偏差和基

线误差。基线偏差是指由气流扰动导致基线位置的

测量值与其理想值之间的偏差，但是导航设备能够

测量这部分偏差。基线误差是指由导航设备的测量

精度不足造成的基线位置的测量值与其真实值之间

的偏差，而这部分偏差通常是未知的。就目前导航

设备的技术水平而言，机载平台的航迹偏差可以控

制在2~3 m，而基线误差在几十厘米量级。

就基线偏差和基线误差对层析性能的影响而

言，由于基线误差和基线偏差相差一个量级，因此

在基线误差得到准确校正的情况下，其对层析重构

结果最终性能的影响可以被忽略。因此，在实验过

程中，仅考虑基线偏差对层析性能的影响。

下面比较理想情况下和存在基线偏差情况下的

层析性能。

关于仿真实验参数，假定观测场景中有2个等

功率的散射点且SNR=0。两个散射点的高度位置

分别为h1=–∆h/2, h2=∆h/2。高度间隔∆h的变化范

围为0.1~2.0 m。视数L=20。理论分辨率ρh=
1 m，由本文方法计算得到理想情况下的最少航过

数量和最小航过间隔分别为：Mmin=18, dM=7.4 m
(均匀层析SAR)；Mmin=10; dM=6.1 m (互质层析

SAR)。
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b̃m =

bm + δb

当存在基线偏差时，基线位置的实测值为

，其中bm表示基线位置的理想值；δb表示基

线偏差。实验中假定基线偏差在一定范围内服从均

匀分布，即δb~U(–δmax, δmax)，其中δmax表示基线

偏差的最大偏移量。在每一次独立实验中，基线位

置均按照这种方式随机生成。本次实验考虑4种不

同最大偏移量，即δmax=0, 0.5, 1.5, 2.4 m。当δmax=0

时，基线位置的实测值与其理想值相等。δmax=2.4 m

恰好对应航迹的地距和垂直高度的偏移量均为3 m。

关于高度位置的估计方法，对于理想情况下，

仍然采用经典Root-MUSIC算法[21]。然而，由于存

在基线偏差，经典Root-MUSIC算法不再适用。针

对存在基线偏差情况下的高度位置估计，我们采用

FD Root-MUSIC算法。

图15给出了存在基线偏差情况下和理想情况下

的正确检测概率曲线。从图15可以看出，对于任意

一种基线几何，各种基线偏差情况下的正确检测概

率曲线与其理想情况下的基本重合。这说明，当基

线偏差处于合理范围内时，分辨率性能基本上不受

基线偏差的影响。这种结果很容易被解释。这是因

为，在固定航过数量和基线孔径长度的情况下，样

本特征值几乎不随基线几何变化，因此各种基线偏

差情况下的正确检测概率基本一致。这种结果与

图14的结果类似。图14表明，在固定航过数量和基

线孔径长度的情况下，均匀层析SAR和互质层析

SAR的性能基本一致。

图16给出了存在基线偏差情况下和理想情况下

的高度估计RMSE。通过比较可以发现，

∆h ≥ ρh(1) 当高度间隔大于分辨率指标时(即 )，

理想情况下和存在基线偏差情况下的高度估计性能

∆h ≈ 1.035 m基本一致。除了，互质层析SAR在 时

由于发生“性能崩塌”而出现异常。

(2) 当接近“性能崩塌”区域时(图像左侧)，
基线偏差的增大会增加“性能崩塌”现象发生的概

率，导致高度估计精度下降。这是因为这一区域介

于可靠重构和不可靠重构的边缘，因此影响子空间

方法性能的相关参数的微小变化都会引发“性能崩

塌”现象。虽然由基线偏差引发的“性能崩塌”事

件发生的概率极小，但是“性能崩塌”对高度估计

的影响很大，导致高度估计的RMSE严重偏离其

CRB。

 

(a) 正确检测概率随信噪比的变化
(a) The successful detection
rate varies with the SNR

(b) 高度估计的RMSE随信噪比的变化
(b) The RMSE of height estimation

varies with the SNR

(c) 图(b)中黑色矩形区域的放大效果
(c) The enlarged image of the black

rectangle in Fig. (b)
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图 14 由文献[9]方法设计的均匀层析SAR和互质层析SAR的重构结果[均匀层析SAR (M=16; d=7.5 m; B=112 m)；

互质层析SAR (M1=9, M2=8; d=1.8 m; B=112 m)]

Fig. 14  The reconstruction results from the uniform TomoSAR and the coprime TomoSAR which are designed by Ref. [9] vary with the

SNR [the uniform TomoSAR (M=16; d=7.5 m; B=112 m); the coprime TomoSAR (M1=9, M2=8; d=1.8 m; B=112 m)]
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图 15 存在基线偏差情况下和理想情况下的正确检测概率(K=2；

所有散射点的信噪比均等于0 dB；L=20；ρh=1 m)

Fig. 15  Successful detection rate calculated from the deviated

tracks and the nominal tracks (K=2; all the

SNRs=0 dB; L=20; ρh=1 m)
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(3) FD Root-MUSIC算法和经典Root-MUSIC
算法的高度估计性能基本相同。这一结论可以通过

比较δmax=0情况下的FD Root-MUSIC算法与理想

基线情况下的经典Root-MUSIC算法的高度估计结

果得出。通过比较，发现两者的高度估计的

RMSE基本一致。

从分辨率和高度估计的分析实验中可以看出，

当基线偏差处于合理范围内时，存在基线偏差情况

下的层析性能与相应的理想情况下的层析性能基本

接近。这种结果也很容易理解。因为，在基线位置

准确已知的情况下，基线偏差对层析性能的影响不

一定是负面作用。同时发现，基线偏差的确对高度

估计带来了一定的影响，尤其在“性能崩塌”区

域。因此，在实际应用中，更可靠的做法就是在估

计最少航过数量的过程中考虑基线偏差的影响。后

续，会对这一问题开展研究。 

6    结语

在应用子空间方法重构层析图的实践中，为了

保证所选定的航过数量能够获得可靠的重构结果，

本文研究了最少航过数量估计问题。在分析最少航

过数量的过程中，考虑到子空间方法的重构性能依

赖于样本特征值，我们通过定量分析样本特征值与

所有相关参数之间的关系，定义了可靠重构的保证

条件。基于这个可靠性保证条件，本文提出了一种

估计最少航过数量的方法。该方法能够准确跟踪参

数变化对最少航过数量的影响，因此由该方法选定

的航过数量能够保证子空间方法的重构结果可靠。

此外，该方法具有解析的数学公式。因此，在层析

性能给定的情况下，该方法通过简单的数值计算就

可以得到最少航过数量。实验结果表明，由本文方

法所选定的航过数量确实接近最小，且能够保证重

构结果可靠。虽然本文考虑是互质基线几何，但是

本文方法能够适用于任意构型的基线几何。 

附录    在3个散射点数量情况下，信号期望
特征值与相关参数之间的解析关系式

假定场景中存在K=3个点目标，且噪声为加性

高斯白噪声，则期望协方差矩阵具有如下形式

R = s21a1a
H
1 + s22a2a

H
2 + s23a3a

H
3 + σ2I2

M (A-1)

ak = a (hk) , k = 1, 2, 3式中，为了简化，令 。

下面，推导矩阵R的特征多项式和特征值与相

关参数之间的解析关系式。

由矩阵特征值的特性可知：(1)矩阵AB的特征

值与矩阵BA的特征值相等，而特征值相等则意味

着两个矩阵的特征多项式也完全相等。(2)如果λ为

矩阵A的一个特征值，则λ+1是A+I的特征值。因

为Ax=λx，必定有(A+I)x=(λ+1)x，式中x表示

与特征值λ对应的特征向量。

Λ =

diag ([ γ2
1 , γ

2
2 , γ

2
3 ]) R = A3ΛAH

3 + σ2I2
M

eig
(
A3ΛAH

3

)
+ σ2

A3ΛAH
3

令矩阵A 3= [a 1 ,  a 2 ,  a 3 ]，对角矩阵

， 则 矩 阵 。

根据特征值的性质可知，协方差矩阵R的特征值等

于 ，其中eig(·)表示特征值求解运

算。下面为了简化，讨论矩阵 的特征值。

已知

 

FD Root-MUSIC; dmax=0 m FD Root-MUSIC; dmax=0.5 m FD Root-MUSIC; dmax=1.5 m 

FD Root-MUSIC; dmax=2.4 m Classical Root-MUSIC; Nominal baseline CRB

(a) 均匀层析SAR
(a) The uniform TomoSAR

0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0

Height separation Dh (m)

10-1.5

10-1.0

10-0.5

100

100.5

R
M

S
E

 o
f 
h
ei

gh
t 

es
ti

m
at

io
n
 (

m
)

rh=1 m

0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0

Height separation Dh (m)

10-1.5

10-1.0

10-0.5

100

100.5

R
M

S
E

 o
f 
h
ei

gh
t 

es
ti

m
at

io
n
 (

m
)

rh=1 m

(b) 互质层析SAR
(b) The coprime TomoSAR 

图 16 存在基线偏差情况下和理想情况下的高度估计的RMSE(实验参数的设置与图 15中的参数相等)

Fig. 16  RMSE of the height estimation calculated from the deviated tracks and the nominal tracks

(the simulation parmeters are seted as the same as in Fig. 15)
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AH
3A3Λ =

 aH
1

aH
2

aH
3

 [ a1 a2 a3 ]

[
γ2
1

γ2
2

γ2
3

]
=

 γ2
1a

H
1a1 γ2

2a
H
1a2 γ2

3a
H
1a3

γ2
1a

H
2a1 γ2

2a
H
2a2 γ2

3a
H
2a3

γ2
1a

H
3a1 γ2

2a
H
3a2 γ2

3a
H
3a3

 (A-2)

A3ΛAH
3因此，矩阵 的特征多项式p(λ)为

p (λ) =
∣∣A3ΛAH

3 − λIM
∣∣ = ∣∣AH

3A3Λ− λIM
∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
 γ2

1a
H
1a1 − λ γ2

2a
H
1a2 γ2

3a
H
1a3

γ2
1a

H
2a1 γ2

2a
H
2a2 − λ γ2

3a
H
2a3

γ2
1a

H
3a1 γ2

2a
H
3a2 γ2

3a
H
3a3 − λ


∣∣∣∣∣∣∣ (A-3)

|A|式中， 表示矩阵A的行列式。

令矩阵B等于

B =

 γ2
1a

H
1a1 − λ γ2

2a
H
1a2 γ2

3a
H
1a3

γ2
1a

H
2a1 γ2

2a
H
2a2 − λ γ2

3a
H
2a3

γ2
1a

H
3a1 γ2

2a
H
3a2 γ2

3a
H
3a3 − λ

 (A-4)

|B| =
(
γ2
1a

H
1a1 − λ

)
|M11|+ (−1)

1+2
γ2
1a

H
2a1 |M21|+ (−1)

1+3
γ2
1a

H
3a1 |M31|由行列式性质可知， ，式中

Mij表示矩阵B的子式，即删除第i行和第j列的公式。
|M11| =

(
γ2
2a

H
2a2 − λ

) (
γ2
3a

H
3a3 − λ

)
− γ2

2γ
2
3a

H
3a2a

H
2a3

|M21| = γ2
2a

H
1a2

(
γ2
3a

H
3a3 − λ

)
− γ2

2γ
2
3a

H
3a2a

H
1a3

|M31| = γ2
2γ

2
3a

H
1a2a

H
2a3 − γ2

3a
H
1a3

(
γ2
2a

H
2a2 − λ

) (A-5)

因此，特征多项式p(λ)为

p (λ) = |B| =
(
γ2
1a

H
1a1 − λ

)
|M11|+ (−1)

1+2
γ2
1a

H
2a1 |M21|+ (−1)

1+3
γ2
1a

H
3a1 |M31|

=
(
γ2
1a

H
1a1 − λ

) [(
γ2
2a

H
2a2 − λ

) (
γ2
3a

H
3a3 − λ

)
− γ2

2γ
2
3a

H
3a2a

H
2a3

]︸ ︷︷ ︸
E1

−γ2
1a

H
2a1

[
γ2
2a

H
1a2

(
γ2
3a

H
3a3 − λ

)
− γ2

2γ
2
3a

H
3a2a

H
1a3

]︸ ︷︷ ︸
E2

+γ2
1a

H
3a1

[
γ2
2γ

2
3a

H
1a2a

H
2a3 − γ2

3a
H
1a3

(
γ2
2a

H
2a2 − λ

)]︸ ︷︷ ︸
E3

(A-6)

将式(A-6)中的3个分量E1, E2和E3分别展开可得

E1 = −λ3 +
(
γ2
1a

H
1a1 + γ2

2a
H
2a2 + γ2

3a
H
3a3

)
λ2

−
(
γ2
1γ

2
2a

H
1a1a

H
2a2 + γ2

2γ
2
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H
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H
3a3 + γ2

1γ
2
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H
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H
3a3

)
λ+ γ2
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2
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H
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H
2a3λ

+ γ2
1γ

2
2γ

2
3a

H
1a1a

H
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H
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1γ
2
2γ

2
3a

H
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H
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H
2a3

E2 = γ2
1γ

2
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H
2a1a

H
1a2λ− γ2

1γ
2
2γ

2
3a

H
2a1a

H
1a2a

H
3a3 + γ2

1γ
2
2γ

2
3a

H
2a1a

H
3a2a

H
1a3

E3 = γ2
1γ

2
3a

H
3a1a

H
1a3λ− γ2

1γ
2
2γ

2
3a

H
3a1a

H
1a3a

H
2a2 + γ2

1γ
2
2γ

2
3a

H
3a1a

H
1a2a

H
2a3

(A-7)

因此

p (λ) =E1 + E2 + E3

=− λ3 +
(
γ2
1a

H
1a1 + γ2

2a
H
2a2 + γ2

3a
H
3a3

)
λ2

−
(
γ2
1γ

2
2a

H
1a1a

H
2a2 + γ2

2γ
2
3a

H
2a2a

H
3a3 + γ2

1γ
2
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H
1a1a

H
3a3
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λ

+
(
γ2
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H
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H
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2γ
2
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H
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H
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H
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+ γ2
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2
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aH
1a1a

H
2a2a

H
3a3 + aH

2a1a
H
3a2a

H
1a3 + aH

3a1a
H
1a2a

H
2a3
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− γ2

1γ
2
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2
3

(
aH
1a1a

H
3a2a

H
2a3 + aH

3a1a
H
1a3a

H
2a2 + aH

2a1a
H
1a2a

H
3a3

)
(A-8)

A3ΛAH
3 p (λ) = c1λ

3 + c2λ
2 + c3λ+ c4经过以上证明，得出矩阵 的特征值多项式 ，式中
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

c1 = −1

c2 = γ2
1a

H
1a1 + γ2

2a
H
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H
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H
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2a1a
H
1a2a

H
3a3

)
根据一元3次方程的求根公式，可得多项式p(λ)的3个实根(因为对应矩阵具有共轭对称特性)分别为

λ1 = − c2
3c1

+

3
√
−q

2
+

√
q2

4
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p3

27
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3
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−q

2
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q2

4
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p3

27
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3c1
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3
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2
+
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q2

4
+

p3

27
+ ω

3
√

−q
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4
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3c1
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3
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4
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p3

27
+ ω2

3
√

−q

2
−
√

q2

4
+

p3
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(A-9)

式中 

p =
3c1c3 − c22

3c21

q =
2c32 − 9c1c2c3 + 27c21c4

27c31

ω =
−1 + j

√
3

2

由此，可得3个散射点情况下信号的期望特征

值为γk=λk+σ
2, k=1, 2, 3。
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