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摘   要：常规的基于分布式目标的定标算法通过假设协方差矩阵满足特定形式，并用样本协方差矩阵来估计失真

参数。然而，样本协方差矩阵并非稳定的协方差矩阵估计子。尤其是当场景中包含不满足定标算法要求的目标

时，样本协方差矩阵会偏离理想形式，以致失真参数估计精确度下降。球形截断协方差矩阵方法能够有效地抑制

离群样本对协方差矩阵估计的影响，该文将其引入到极化SAR的定标中，并对其可行性进行了理论分析。最后，

利用机载全极化SAR数据，验证了该方法能够有效地降低失真参数估计的不确定度，从而提高失真参数估计的稳

健性。
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Abstract: Conventional distributed-target-based polarimetric calibration algorithms estimate polarimetric

distortions by assuming that the measured spatially averaged covariance matrix takes a specific form. However,

when the underlying surface contains targets that do not satisfy the assumptions employed by those algorithms,

the averaged covariance matrix may deviate from the desired form. As a result, poor estimates of distortion

parameters may yield. It is known that spherically truncated covariance matrix is robust to outliers. Thus, we

introduce it to the polarimetric SAR calibration routine. Experiment results on the airborne SAR data confirm

that this method can effectively reduce the uncertainty of distortion estimates, hence improve the robustness of

the calibration.
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1    引言

全极化SAR通过交替发射一组正交的极化波，

并同时接收来自这两个极化通道的回波来测量目标
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完整的极化信息。为了提取正确的目标极化信息和

保障极化SAR测量的可重复性，需要对极化SAR数

据定标。

由于不需要额外的布置人造目标，基于分布式

目标的定标方法[1–6]被普遍地用于估计串扰和交叉

极化通道不平衡。这类定标算法一般用观测的目标

协方差矩阵来估计失真参数。由于这些失真参数随

距离向变化，所以实践中一般都用等斜距的像素来

估计观测的目标的协方差矩阵[4,7]。然而实际应用

定标算法时，均要求所用到的分布式目标满足一定

假设。简单地用同一距离门处的像素来估计观测的

目标协方差矩阵难免会包含不满足假设的目标，例

如地形起伏较大的地物或不含极化信息的饱和像素

等。为了获得更稳定的失真参数估计，需要滤除不

满足定标算法假设的目标(以下简称这种目标为离

群目标)。为此，本文采用截断协方差矩阵的方法

来剔除离群目标。

全文安排如下：第2节介绍了基于分布式目标

的极化SAR定标算法和球形截断实高斯分布的基础

理论。在第3节中，我们先将球形截断方法推广到

圆对称复高斯分布的情况，并论证了将球形截断协

方差矩阵用于极化定标的可行性。然后，我们阐述

了将球形截断方法用于极化定标的具体实现步骤。

第4节给出了实际机载SAR数据的实验结果。最后

在第5节给出结论。

2    背景知识

2.1  基于分布式目标的极化定标算法

线性全极化SAR系统测量模型可以表示为[1,5]：·
OHH OHV

OVH OVV

¸
=

·
RHH RHV

RVH RVV

¸ ·
SHH SHV

SVH SVV

¸ ·
THH THV

TVH TVV

¸
;

或

= (1)

其中，O和S分别为目标散射矩阵的测量值和实际值，

R和T分别表示SAR系统接收端和发射端的失真。

定义中间变量

Y= TVVRVV

k = RHH=RVV

u = RVH=RHH

w = RHV=RVV

® = THHRVV=TVVRHH

v = TVH=TVV

z = THV=THH

9>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>;
(2)

其中，u, v, w, z 表示极化通道间的串扰；a和k分

别表示交叉极化通道不平衡和同极化通道不平衡；

Y表示VV通道的增益和相位延迟。利用式(2)，式

(1)可以写成矢量形式：2664
OHH

OVH

OHV

OVV

3775 = Y

264 1 w v vw
u 1 vu v
z zw 1 w
zu z u 1

375

¢

264 ® 0 0 0
0 ® 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

375

¢

264 k2 0 0 0
0 k 0 0
0 0 k 0
0 0 0 1

375
2664

SHH

SVH

SHV

SVV

3775 (3)

通过引入下列矩阵函数

(u; v;w; z) ¢=

264 1 w v vw
u 1 vu v
z zw 1 w
zu z u 1

375 ;
e (u; v;w; z) ¢=

264 1 ¡w ¡v vw
¡u 1 vu ¡v
¡z zw 1 ¡w
zu ¡z ¡u 1

375 ;

(®)
¢
=

264 ® 0 0 0
0 ® 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

375 ;

(k) ¢=

264 k2 0 0 0
0 k 0 0
0 0 k 0
0 0 0 1

375 (4)

我们可以将式(3)简写为：

= Y (u; v;w; z) (®) (k) (5)

¢
=[SHH SVH SHV SVV]

T
其中几个带下划线的符号表示相应矩阵的矢量化，

例如 (上标“T”表示矢量

或矩阵的转置运算)。

SHV = SVH

基于分布式目标的定标算法要求观测数据中包

含能够用来估计失真参数的冗余信息。为此，通常

假设目标满足： ( 1 )互易性，即有 ；

(2)同极化和交叉极化通道不相关[3](或目标满足方

位对称性[1])。对于后向散射SAR来说，分布式目标

都满足互易性[8]。然而，并非所有的分布式目标都

满足方位对称性。本文假设待定标的分布式目标满

足假设(2)，至于如何保证该假设成立，不在本文

讨论范围之内，感兴趣的读者可以参考文献[9]。
由式(5)可得，观测散射矢量的协方差矩阵为：
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= (u; v;w; z) (®) (k) H (k)

¢ H (®) H (u; v;w; z) jYj2 (6)

¢
=E

© Hª ¢
=E

© Hª其中，上标“H”表示矢量(或矩阵)的共轭转置运

算，矩阵 和 分别

为观测的和实际的目标协方差矩阵。当分布式目标

满足互易性和方位对称性时，

=

2664
¾HH 0 0 ½

0 ¾£ ¾£ 0
0 ¾£ ¾£ 0
½¤ 0 0 ¾VV

3775 (7)

¾HH = E fSHHS ¤HHg ; ¾VV = E fSVVS ¤VVg ; ¾£ =
E fSVHS ¤VHg ½ = E fSHHS ¤VVg
式中，

以 及 。 可 以 看 到 ，

中有若干个为零的元素，以及几个相等的元

素。利用 的这些冗余信息，我们能够估计失真

参数u, v, w, z和a(详情见附录)。随后，我们可以

得到部分标定的散射矢量

D = ¡1 (®) ¡1 (u; v;w; z) = Y (k) (8)

D

完整的定标，一般还需要利用人造目标(例如三面

角反射器)来估计Y和k。本文只讨论利用分布式目

标得到部分标定的散射矢量 ，至于如何估计Y和

k并非本文重点，感兴趣的读者可以参考文献[1]。
2.2  球形截断实高斯分布及其协方差矩阵

= [x 1 x 2 ¢ ¢ ¢ x º]
T 2 Rº º假设矢量 服从 维

零均值实高斯分布，即

p ( ) =
1

(2 )º=2 j j 1=2
exp
µ
¡ 1

2
T ¡1

¶
(9)

= E
© Tª

º
p
¿

其中实对称正定矩阵 为x的协方差

矩阵，定义 维欧式空间中以原点为圆心、 为半

径的球

Bº
R (¿) =

©
2 Rº j T · ¿

ª
(10)

Bº
R (¿)这样，我们可以定义x在球  内截断的概率密

度函数

p j 2Bº
R(¿)
( ) =

(
p ( )

±
VBº

R(¿)
2 Bº

R (¿) ;

0; 62 Bº
R (¿) ;

VBº
R(¿)
= P [ 2 Bº

R (¿)] (11)

P [ ¢ ]式(11)中，  表示事件·发生的概率。利用式

(11)，我们可以定义球形截断实高斯分布的1阶和

2阶原点矩

_ ¢
=E f j 2 Bº

R (¿)g (12)

_ ¢
=E

n
T
¯̄̄
2 Bº

R (¿)
o

(13)

_ ´
_

_

容易证明1阶矩  ，因而2阶原点矩矩阵

 即球形截断实高斯分布所对应的协方差矩阵。

文献[10]中证明了  与  有相同的特征矢量。这

个结论是后文中几个结论的前提，为便于读者参

考，我们在此给出证明。由于 为实对称正定矩

阵，我们可以将其表示为：

= [ 1 2 ¢ ¢ ¢ º] diag (¸ 1; ¸ 2; ¢ ¢ ¢ ; ¸ º)

¢ [ 1 2 ¢ ¢ ¢ º]
T = T (14)

f¸mgºm=1 f mgºm=1

diag (¢)
其中，  为实特征值，  是特征矢

量。函数  表示以其参数为对角元的对角

阵。由此，我们可以得到

_
= V¡1

Bº
R(¿)

Z
Bº
R(¿)

T p ( ) d

=
1

VBº
R(¿)
(2 )º=2 j j 1=2

Z
Bº
R(¿)

T

¢ exp
µ
¡ 1

2
T ¡1

¶
d

t= T

=

(
1

VBº
R(¿)
(2 )º=2

Z
Bº
R(¿)

T

¢ exp
µ
¡ 1

2
T ¡1

¶
d
¾

T

= diag
³
_
¸ 1;

_
¸ 2; ¢ ¢ ¢ ;

_
¸ º

´
T (15)

其中

_
¸m=

1

VBº
R(¿)
(2 )º=2

Z
Bº
R(¿)

t2m ¢ exp

Ã
¡ 1

2

ºX
m=1

¸¡1
m t2m

!
d ;

m = 1; 2; ¢ ¢ ¢ ; º (16)

_
为 的实特征值。

3    基于球形截断协方差矩阵的极化SAR定
标方法

由于理论的协方差矩阵未知，为了构造定标方

程，我们用样本协方差矩阵来估计。为了保证式(6)

成立，用于估计样本协方差矩阵的所有像素所经历

的失真必须相同。对于窄波束SAR系统来说，可以

假设系统失真只随距离向变化而不随方位向变化[3]。

因此，在实践中，对于每个距离门，一般选取与之

等斜距的所有像素(即1条方位线)或者与当前距离

门相邻的若干条方位线中的所有像素来估计样本协

方差矩阵。需要注意，由于失真参数随距离向变化，

定标过程中需要单独处理每个距离门。后续讨论中，

除非特殊指明，讨论范围都限定在当前距离门处。

`

假设在某个待考察距离门处有L个经历了相同

失真的像素，它们对应的散射矢量的观测值  与
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`
实际值  的关系如下：

` = Y (u; v;w; z) (®) (k) `;

` 2 L= f1; 2; ¢ ¢ ¢ ;Lg (17)

于是样本协方差矩阵的实际值和测量值分别为：b = (L ¡ 1)¡1
X
`2L

` `H
(18)

b = (L ¡ 1)¡1
X
`2L

` `H
(19)

b b

L

b

通过将  作为  的估计值，并假设  具有

的形式，我们就可以用定标算法估计失真参数。然

而，这样不加筛选的使用全部可用样本，最后估计

得到的失真参数的不确定度会比较大(见实验结果

部分)。这是由于样本集 中可能存在不满足定标

算法所用假设的像素(以下简称离群样本)，这些像

素会导致 偏离 形式。为了滤除离群样本以得

到可靠的极化失真参数估计值，我们在常规定标算

法中引入球形截断协方差矩阵。

3.1  分布式目标的球形截断协方差矩阵

¢
= =

h
SHH

p
2SVH SVV

iT

对于分布式目标，其统计特性可以用零均值圆

对称复高斯分布来描述[11]。圆对称复高斯分布的定

义要求协方差矩阵非奇异，而 为奇异阵，所以

不能直接定义散射矢量 的分布。从而，我们无法

直接定义其球形截断协方差矩阵。为此，我们引入

矢量 ，其中

¢
=

24 1 0 0 0
0 1

±p
2 1

±p
2 0

0 0 0 1

35 (20)

¢
=E

© Hª记s的协方差矩阵为  ，易得

= E
© Hª = E

© H Hª = H
(21)

将式(7)带入式(21)可得

=

24 ¾HH 0 ½

0 2¾£ 0
½¤ 0 ¾VV

35 (22)

j j = 2¾£
¡
¾HH¾VV¡ ½2¢ > 0因为行列式  ，所以

 非奇异。于是我们可以定义s的概率密度函数

p ( ) =
1

ºj j exp
¡
¡ H ¡1 ¢

(23)

仿照实高斯分布的情况，我们定义复数空间的“球”

Bº
C (¿) =

©
2 Cºj H · ¿

ª
(24)

Bº
C (¿)以及s在  内截断的概率密度函数

p j 2Bº
R(¿)
( ) =

(
p ( )

±
VBº

R(¿)
; 2 Bº

R (¿) ;

0; 62 Bº
R (¿) ;

VBº
R(¿)
= P [ 2 Bº

R (¿)] (25)

利用式(25)可以定义复圆高斯矢量s的球形截断分

布的1阶、2阶原点矩

_ ¢
=E f j 2 Bº

C (¿)g (26)

_ ¢
=E

© Hj 2 Bº
C (¿)

ª
(27)

_

_ ´ _
在附录B中我们将证明  就是协方差矩阵(等价于

证明  )，并且  与  有相同的特征矢量。

利用s的截断分布，我们可以定义 的截断协

方差矩阵
_ ¢
=E

© Hj 2 Bº
C (¿)

ª
(28)

_
容易验证， 与 有下面的对应关系：

_
= H

_
(29)

3.2  基于球形截断协方差矩阵的定标方法

_
由于定标算法要求 具有式(7)的形式，我们

考察截断后 的形式。由文献[12]，协方差矩阵

Cs的3个特征矢量有如下解析形式：

1=
1

1+ j aj2

"
a
0
1

#

2=
1

1+ jbj2

"
b
0
1

#

3=

"
0
1
0

#

9>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>;
(30)

其中

a =
2½

¾VV¡ ¾HH+
p ;

b =
2½

¾VV¡ ¾HH¡
p

;

= (¾VV¡ ¾HH)
2 + 4½2 (31)

_

_
¸ 1

_
¸ 2

_
¸ 3

从前面的讨论可知v1, v2和v3也是 的特征矢量。

假设v1, v2和v3分别对应特征值 , 和 ，则利

用Hermitian矩阵的谱表示可以得到
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_
=

_
¸ 1 1

H
1+

_
¸ 2 2

H
2+

_
¸ 3 3

H
3

=

_
¸ 1

1+ j aj2

24 j aj2 0 a
0 0 0
a¤ 0 1

35
+

_
¸ 2

1+ jbj2

24 j bj2 0 b
0 0 0
b¤ 0 1

35
+

_
¸ 3

"
0 0 0
0 1 0
0 0 0

#

=

24 _¾HH 0 _½

0 2_¾x 0
_½¤ 0 _¾VV

35
(32)

_

_

通过将式(32)代入式(29)，易得 具有式(7)的形式。

因此，球形截断后， 依然满足定标算法的要求。

下面将球形截断协方差矩阵引入极化定标算

法。首先，我们定义球形截断样本协方差矩阵的观

测值和实际值b_
= (M ¡ 1)¡1

X
`2L

Bº
C(¿)

³
`
´

` `H
(33)

b_
= (M ¡ 1)¡1

X
`2L

Bº
C(¿)

³
`
´

` `H
(34)

其中

Bº
C(¿)

³
`
´
=

(
1; ` 2 Bº

C (¿)

0; ` 62 Bº
C (¿)

(35)

M =
X
`2L

Bº
C(¿)

³
`
´

(36)

b_ _

b_因为 是球形截断协方差矩阵 的估计，所以我

们可以认为其具有式(7)的形式。于是，将 作为

的估计值，我们就能得到失真参数的估计值。
`b_

Bº
C(¿)

³
`
´实际处理中， 未知。为了利用式(33)计算

，我们尚需估计示性函数 。根据

文献[4]，当串扰比较小时有

jj `jj2 ¼ jY j2
³
jkj4j®j2jS `

HH j2 + jkj2j®j2:jS `
VH j2

+jkj2jS `
HV j2 + jS `

VV j2
´

(37)

另外，由于|k|和|a|的数值都接近1，式(37)可以进

一步近似为

jj `jj2¼ jY j2
³
jS `

HHj2+jS `
VHj2+jS `

HVj2+jS `
VVj2
´

= jY j2jj ` jj2 (38)

Bº
C(´)

³
`
´

Bº
C(¿)

³
`
´因此，我们可以近似地用 来估计

。即，我们可以用b_ ¼(M 0 ¡ 1)¡1
X
`2L

³
` 2 Bº

C (´)
´

` `H (39)

b_来计算 ，其中

M 0 =
X
`2L

³
` 2 Bº

C (´)
´

(40)

jj `jj2

jj `jj2

jj `jj2

从式(39)可以看出，我们仍需给出选择合适的阈值

作球半径的方法。由于在绝对定标工作尚未完成前

|Y|是未知的， 的具体数值并不具备明确的物

理意义。为了避免直接用具体的阈值做半径，本文

采用 的经验累积分布的分位数来间接地进行

截断操作。定义 的经验累积分布如下

F (´)=F
³
jj `jj2· ´́

¢
=

8>>>><>>>>:
0; ´ < min

`
jj `jj2

M 0=L; min
`
jj `jj2·´·max

`
jj `jj2

1; ´ > max
`
jj `jj2 (41)

´¯而其b-上分位数 则可以表示为：

F (´¯) = 100 (1¡ ¯)%; ¯ 2 [0; 1] (42)

´¯ = F¡1 (1¡ ¯)

´¯b_
我们可以通过选取不同的b，并利用

得到其对应的阈值 。这样，我们可以用式(39)来

估计 。

x̂ (¯)

SE [x̂ (¯)]

´¯

SE [x̂ (¯)]

´¯

假设待估计的参数为x(x可以是u,v,w,z和a中的

任意一个)，并记此时x的估计值为 。为了评价

失真参数估计的稳健性，我们可以用Bootstrap

的方法[13]来估计失真参数的标准误差 。当

b增大时， 会变小，截断样本协方差矩阵也会逐

渐趋于稳定。相应地，标准误差 也会随着

b的增大而渐进地趋于零。然而，当b取值过大时，

阈值 会过小，这一方面会造成样本数量不足，另

一方面会导致截取出的样本集中信噪比低的像素的

比例增多。这两方面因素都会导致定标算法的精度

的下降[3]。作为折衷，我们定义最优的b如下：

¯opt = min
¯2[0;¯max]

SE [x̂ (¯)] · SEtol (43)

¯max = 0:2

当b=bopt时，我们既有效地降低失真参数估计的不

确定度，又保障定标算法的精度。如果将此时的失

真参数估计用于极化定标，就能得到比较可靠的定

标结果。注意，为了防止样本过小，我们人为地限

定了 。
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综上，我们将基于球形截断协方差矩阵的定标

算法流程总结在表 1中。

4    实验结果及分析

图1为中国科学院电子学研究所的机载P波段

全极化SAR系统于2010年11月采集的山西长治地区

的全极化图像。该图像尺寸为2028×1024，距离向

和方位向分辨率都为1.2 m。场景内容包括自然地

物、人造建筑物以及若干人造点目标。平台移动方

向为从左到右，近距为图像下侧。本文利用该数据

来验证所提方法。

去除同极化交叉极化相关系数大于0.5的像素

和总功率最大的10%的像素，我们得到如图2所示

的全局掩模。本文将仅以该掩模筛选样本的定标方

法用于对照，后文简称其为常规方法。在全局掩模

的基础上，我们再利用截断协方差矩阵的方法筛选

样本。取SEtol=0.0165并利用表1中的算法估计bopt。

图3给出bopt的估计结果，从中可以看出，只有少部

分距离门处bopt为0，这表明在大部分距离门处，截

断协方差矩阵方法都可以降低失真参数的标准误

差。图4比较了常规方法和本文方法估计的失真参

数结果。从图4可以看出，常规方法和本文方法的

差异比较显著。然而，仅凭图4并不能判断两种方

法孰优孰劣。图5给出了这两种方法得到的失真参

数估计的标准误差。从图5则可以明显的看出本文

方法所估计的失真参数标准误差更小。因此，本文

方法提高了极化定标的稳健性。注意，本文只给出了串

扰u的结果，其它串扰参数的实验结果与之类似。

最后，为了验证定标方法的精度，我们在图6和

图7给出了常规方法和本文方法定标完成后的剩余

极化失真的估计值及相应的标准误差。从图6可以

看出，两种方法，定标完的剩余失真都比较小。然

而，从图7可以看出，本文方法剩余失真的标准误

差更小。另外，注意到图5和图7很差异甚小，这说

明无论选用哪种方法得到的失真参数估计来定标，

都不能减小失真参数的不确定度。因此，为了降低

失真参数的不确定度，我们必须在估计失真参数时

对样本进行筛选。

表 1 基于球形截断协方差矩阵的极化定标算法流程

Tab. 1  Algorithm for Polarimetric Calibration Using Spherically
Truncated Covariance Matrix

n
`j` 2 L= f1; 2; ¢ ¢ ¢ ;Lg

o
输入：     像素集合

x̂ (¯opt)输出：     bopt及失真参数估计值

F (´)
初始化：  b=0, db=1/L, bmax=0.2, SEtol=0.0165,
              根据式(41)计算

left = 0; right = d¯max=±¯e

WHILE (left < right)

middle = 0:5 (left+ right) ; ¯ = middle£ ±¯
       

´¯ = F¡1 (1¡ ¯)       计算阈值 b_
C       利用(39)计算球形截断样本协方差矩阵

x̂ (¯)       利用定标算法(见附录 )估计失真参数

SE [x̂ (¯)]       利用Bootstrap方法估计失真参数标准误差

IF (SE [x̂ (¯)] · SEtol)       

              right=middle–1

       ELSE

              left=middle+1

       END IF

END WHILE

¯opt = ¯; x̂ = x̂ (¯opt)

图 1 定标后的P波段极化SAR的Pauli伪彩图

Fig. 1   Calibrated P-band Polarimetric image rendered in

Pauli basis

图 2 全局掩模

Fig. 2  Global Mask

图 3 不同距离门处的bopt值

Fig. 3  Variation of bopt versus range
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图 4 常规方法和本文方法所得失真参数估计的比较

Fig. 4  Comparison of distortion estimates obtained by applying conventional and proposed method to uncalibrated data

图 5 常规方法和本文方法所得失真参数估计的标准误差的比较

Fig. 5  Comparison of the standard errors of the distortion estimates obtained by applying conventional and proposed method to uncalibrated data

图 6 常规方法和本文方法定标后的剩余失真参数估计的比较

Fig. 6  Comparison of the residual distortion estimates obtained by applying conventional and proposed method to calibrated data

图 7 常规方法和本文方法定标后的剩余失真参数估计的标准误差的比较

Fig. 7  Comparison of the standard errors of the residual distortion estimates obtained by applying conventional and proposed method to calibrated data
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5    总结

本文在传统极化定标算法的实践中引入了球形

截断协方差矩阵，并从理论上证明了球形截断不会

导致极化SAR定标所依赖的假设不成立。实际机载

极化SAR的定标实验结果表明，利用球形截断协方

差矩阵估计的失真参数有效地降低了失真参数估计

的标准误差。因此，基于球形截断协方差矩阵的极

化SAR定标方法是一个稳健的定标方法。

附录A

本节给出了用观测的平均协方差矩阵来估计失

真参数的具体细节[6]。注意，与文献[6]不同，本文

沿用文献[4]中失真参数的定义及符号。令

= jYY0j2 (®) (k) H (k) H (®) (A-1)

Y0
¢
= (1¡ uw) (1¡ vz)其中， 。式(7)代入式(A-1)，

我们有

W11 = jY0Y j2jkj4j®j2¾11

W14 = jY0Y j2®k2½

W44 = jY0Y j2¾44

W22 = jY0Y j2jkj2¾£j®j2

W33 = jY0Y j2jkj2¾£
W23 = jY0Y j2jkj2¾£ ®

9>>>>>>>>>=>>>>>>>>>;
(A-2)

和

W21 = 0; W31 = 0; W24 = 0; W34 = 0 (A-3)

e (u; v;w; z)e H (u; v;w; z)

另 一 方 面 ， 根 据 式 ( 6 ) ， 对 左 乘

( 其 定 义 在 式 ( 4 ) 中 ) 和 右 乘

，我们可得W的估计

= e (u; v;w; z) e H (u; v;w; z) (A-4)e (u; v;w; z) (u; v;w; z) = Y0推导中用到了等式 。

将式(A-4)展开可得

W21 =C21¡ vC41¡ v¤C23¡ uC11¡ w¤C22

+uw¤C12+ uv¤C13+ uvC31+ v¤w¤C24

+vw¤C42+jvj 2C43 ¡uv¤w¤C14¡uvw¤C32

¡ujvj 2C33¡w¤jvj 2C44+uw¤jvj 2C34;

W31 =C31¡wC41¡w¤C32¡zC11¡v¤C33

+zv¤C13+zw¤C12+zwC21+v¤w¤C34

+v¤wC43+jwj 2C42 ¡zw¤v¤C14¡zwv¤C23

¡zjwj2C22¡v¤jwj2C44+zv¤jwj 2C24;

W24 =C24¡uC14¡u¤C23¡z¤C22¡vC44

+vz¤C42+uz¤C12+u¤z¤C21+uvC34

+u¤vC43+juj 2C13 ¡vu¤z¤C41¡vuz¤C32

¡z¤juj 2C11¡vjuj 2C33+vz¤juj 2C31;

W34 =C34¡zC14¡z¤C32¡u¤C33¡wC44

+wu¤C43+zu¤C13+z¤u¤C31+wzC24

+wz¤C42+jzj 2C12 ¡wz¤u¤C41¡wzu¤C23

¡u¤jzj 2C11¡wjzj 2C22+wu¤jzj 2C21 (A-5)

注意，这里为了简化记号，C i j表示矩阵 的第

i行、第j列的元素。联立式(A-3)和式(A-5)可以建

立以下的非线性方程组：

( ) = (A-6)

其中

= [Re (u) ; Re (v) ; Re (w) ; Re (z) ;

Im (u) ; Im (v) ; Im (w) ; Im (z)]T (A-7)

( )=[Re(W21);Re(W31);Re(W24);Re(W34);

Im(W21); Im(W31); Im(W24); Im(W34)]
T

(A-8)

利用Newton迭代法求解式(A-6)，即可得串扰的估

计值。利用式(A-4)矫正串扰，可以得到W。这

样，由式(A-2)可得

® =
p

W22=W33 ¢ exp fjArg (W23)g (A-9)

感兴趣的读者可能注意到，除了失真参数的定

义有区别外，这里给出的算法细节与原始文献[6]中
算法仍然有差别。在文献[6]中，串扰的估计和通道

不平衡的估计杂糅在一起，迭代过程中的参数更新

也很复杂。并且，文献[6]的作者虽然声称需要更新a，
但是并未给出其更新的方法。本文将串扰的估计和

通道不平衡的估计分成两个独立的步骤，这将极大

地简化算法实现。另外，文献[6]中的方法估计得到

的部分失真参数并不与其定义相对应(差了一个比

例因子)[14]，而本文的方法所估计的失真参数直接

对应了其定义。

附录B
_

_

= [z1 z2 ¢ ¢ ¢ zº]
T º

此处，我们将证明 就是协方差矩阵，并且

与 有相同的特征矢量。由于这个结论对任意

服从圆对称零均值复高斯分布的随机矢量都成立，

我们对一个任意的服从圆对称零均值复高斯分布的

随机矢量证明以上结论。不妨假设复矢量

服从 维零均值复圆高斯分

布，即

p ( ) =
1

ºj j exp
¡
¡ H ¡1 ¢

(B-1)

= E
© Hª其中， 为z的协方差矩阵，而圆对称

性则要求下面两式成立：
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E
©
Re f gRe

© Hªª = E
©
Im f g Im

© Hªª
(B-2)

E
©
Im f gRe

© Hªª = ¡E
©
Re f g Im

© Hªª
(B-3)

º仿照实高斯分布的情况，我们定义 维复数空间的

“球”

Bº
C (¿) =

©
2 Cºj H · ¿

ª
(B-4)

Bº
C (¿)以及z在 内截断的概率密度函数

p j 2Bº
R(¿)
( ) =

(
p ( )

±
VBº

R(¿)
; 2 Bº

R (¿) ;

0; 62 Bº
R (¿) ;

VBº
R(¿)
= P [ 2 Bº

R (¿)] (B-5)

利用式(B-5)我们可以定义球形截断复圆高斯分布

的1阶和2阶原点矩

_ ¢
=E f j 2 Bº

C (¿)g (B-6)

_ ¢
=E

© Hj 2 Bº
C (¿)

ª
(B-7)

式(B-1)有如下等价的实数形式[15]：

p ( )=p ( )=
1

(2 )º j j 1=2
exp
µ
¡1

2
T ¡1

¶
(B-8)

其中

= [Refz1g; Refz2g; ¢ ¢ ¢ ; Refzºg;
Imfz1g; Imfz2g; ¢ ¢ ¢ ; Imfzºg]T (B-9)

=
1
2

"
Re f g ¡ Im f g
Im f g Re f g

#
(B-10)

Bº
C (¿)

B2º
R (¿) =

©
2 R2ºj T · ¿

ª另外，复数空间的球 也等价于实欧式空间的

球 。因此，式(B-5)也

有等价的实数形式：

p j 2Bº
R(¿)
( ) =

(
p ( )

±
VBº

R(¿)
; 2 Bº

R (¿) ;

0; 62 Bº
R (¿) ;

VBº
R(¿)
= P[ 2 Bº

R (¿)]

(B-11)

定义其1阶矩和2阶矩如下：

_ ¢
=E

©
j 2 B2º

R (¿)
ª

(B-12)

_ ¢
=E

© Tj 2 B2º
R (¿)

ª
(B-13)

容易验证

_
=

"
Re
©_ ª

Im
©_ ª

#
;
_
=

1
2

264Re
n_ o

¡ Im
n_ o

Im
n_ o

Re
n_ o

375
(B-14)

_ ´ _

_ ´ _ ´ _

_

º

f°mgºm=1 º

f mgºm=1 = [ 1 2 ¢ ¢ ¢ º] = diag (°1;

°2; ¢ ¢ ¢ ; °º) = H =
H

由于矢量y服从零均值实高斯分布，所有由

2.2节的结论可知 且 与Cy特征矢量相同。

由 直接能得到 ，也就说明 就是协方

差矩阵。接下来我们将证明 与Cz也有相同的特

征矢量。首先，我们先考察Cz与Cy的特征矢量的

关系。因为Cz为Hermitian矩阵，所以它有 个实

特 征 值 和 与 之 对 应 的 个 特 征 矢 量

。记 ,  

， 则 有 以 及

。从而有

= )
(

Re f gRe f g ¡ Im f g Im f g = Re f g
Re f g Im f g+ Im f gRe f g = Im f g

H = H )
(

Re f gRe f g ¡ Im f g Im f g = Re f g
Re f g Im f g+ Im f gRe f g = Im f g

9>>>>>=>>>>>;
(B-15)

令

=

"
Re f g ¡ Im f g
Im f g Re f g

#
(B-16)

H = 2¡1

¢diag (° 1; ° 2; ¢ ¢ ¢ ; ° º; ° 1; ° 2; ¢ ¢ ¢ ; ° º)
_

º
n
_
°m

oº

m=1

º
n
_

m

oº

m=1
_
= [_1

_
2 ¢ ¢ ¢ _º]

_
= diag (_°1;

_°2; ¢ ¢ ¢; _°º)

利用式 ( B - 1 5 )，容易验证

 。 类 似 地 ，

Hermitian矩阵 也有 个实特征值 和与

之 对 应 的 个 特 征 矢 量 。 记

,  ，则

_ _
=

_ _ _ H _
=

_ _
H有 ，以及 。仿照前面，

若令

_
=

264 Re
n_o

¡ Im
n_o

Im
n_o

Re
n_o

375 (B-17)

_H _ _
= 2¡1diag (_°1;

_°2; ¢ ¢ ¢; _°º;
_°1;

_°2; ¢ ¢ ¢; _°º)
_

_
= _

=
_

容易验证

。 因为 与Cy特征矢量相同，所以

。因此， ，即 与Cz特征矢量相同。
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